6. Подбор эмпирических формул

6.1. Вводные замечания


При обработке экспериментальных данных часто приходится представлять их в виде некоторой приближенной зависимости типа 
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. Задача формулируется следующим образом. Пусть в результате измерений получена таблица данных
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Необходимо построить зависимость 
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, приближенно отображающую эти данные. Эта зависимость называется эмпирической формулой. 


Если характер зависимости неизвестен, то вид эмпирической формулы может быть произвольным. В этом случае предпочтение отдается наиболее простым формулам, обладающим достаточной точностью. Вид их первоначально можно выбрать из геометрических соображений.

6.2. Определение параметров эмпирической формулы методом наименьших квадратов.


Этот метод находит самое широкое применение на практике и обеспечивает приемлемую точность.


Запишем сумму квадратов отклонений для всех точек 
[image: image11.wmf]n

x

...

x

,

x

,

x

2

1

0



[image: image12.wmf](

)

[

]

å

å

=

=

-

j

=

e

=

n

i

i

m

n

i

i

y

a

...

a

,

a

,

a

,

x

S

0

2

1

0

0

2


Параметры эмпирической формулы 
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 будем находить из условия минимума функции 


[image: image14.wmf](

)

m

a

,...

a

,

a

S

S

1

0

=

.


Поскольку здесь параметры 
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 выступают в роли независимых переменных функции 
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, то ее минимум найдем, приравняв к нулю частные производные по этим переменным:
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Полученные соотношения - система уравнений для определения 
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. Для примера рассмотрим применение в качестве эмпирической функции многочлена
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Тогда 
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Приравнивая эти выражения к нулю, и собирая коэффициенты при неизвестных 
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, получаем следующую систему уравнений:
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Решая эту систему линейных уравнений, получаем коэффициенты 
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, которые и являются искомыми параметрами эмпирической формулы. 

После того как уравнение найдено, можно оценить, насколько хорошо оно приближает результаты наблюдений. Для этого вычисляется так называемая средняя квадратическая погрешность или ошибка уравнения, которую будем обозначать буквой 
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Чем меньше 
[image: image29.wmf]d

, тем ближе результаты наблюдений к заданной эмпирической кривой.

Замечание 1. Вычисление средней квадратической погрешности имеет большое значение тогда, когда наряду с моделью линейной зависимости 
[image: image30.wmf]X

 от 
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рассматриваются и другие модели, другие уравнения зависимости. Для каждого из уравнений следует найти свою среднюю квадратическую погрешность, после чего выбрать из них минимальную. Соответствующая модель и является наилучшей.

Замечание 2. Возможно рассмотрение параметра 
[image: image32.wmf]Y

от нескольких параметров 
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, например, в таком виде:
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7. Анализ рядов динамики

Данная раздел знакомит с задачами, решение которых дает воз​можность усвоить правила построения и анализа рядов динамики для характеристики изменения социально-экономических явлений во вре​мени, выявления основной тенденции, закономерностей их развития. Достигается это соответствующей обработкой рядов динамики, анали​зом изменения его уровней, расчетом аналитических показателей.

7.1. Виды рядов динамики. Показатели динамики

В зависимости от способа выражения уровней (в виде абсолютных, относительных и средних величин) ряды динамики подразделяются на ряды абсолютных, относительных и средних величин. В зависимости от того, выражают уровни ряда состояние явления на определенные моменты времени (на начало месяца, квартала, года и т. п.) или его ве​личину за определенные интервалы времени (например, за сутки, ме​сяц, год и т. п.), различают соответственно моментные и интервальные ряды. Ряды динамики могут быть с равноотстоящими и неравноотстоящими (по времени) уровнями.

Например, имеются данные о выпуске книг и брошюр, журналов и газет в Российской Федерации (тыс. печатных единиц):

Годы
1990
1991
1992
1993
1994


41,2
34
28,7
29
30,4

Это интервальный ряд динамики абсолютных величин с равноот​стоящими уровнями во времени. Его уровни характеризуют суммар​ный итог выпуска книг и брошюр за четко определенный отрезок вре​мени (за каждый год). Уровни интервального ряда динамики могут быть суммированы, так как не содержат повторного счета.

Примером моментного ряда абсолютных величин с равноотстоя​щими уровнями во времени может служить, например, ряд динамики, показывающий число постоянных дошкольных учреждений в России (на конец года), тыс.:

Годы
1990
1991
1992
1993
1994
1995


87,9
87,6
82
78,3
72,8
68,6

Уровни этого ряда - обобщенные итоги учета числа дошкольных учреждений по состоянию на определенную дату (конец каждого го​да). Отдельные уровни моментного ряда динамики содержат элементы повторного счета, так как отдельные дошкольные учреждения, учиты​ваемые, например, в 1990 г., существуют и в настоящее время, являясь единицами совокупности и в 1995 г. Вес это делает бессмысленным суммирование уровней моментных рядов динамики.

Примером интервального ряда динамики средних величин с не​равноотстоящими уровнями во времени может служить ряд динамики среднемесячной заработной платы и выплат социального характера в России в 1995 г., в дол. США:

Месяцы
Январь
Март
Апрель
Июнь
Июль
Сентябрь
Декабрь


78,4
76,1
76,6
101,4
110,6
126,2
159,1

Его уровни относятся к помесячным интервалам времени, но сум​мирование их самостоятельного значения не имеет.

Примером моментного ряда динамики относительных величин с равноотстоящими уровнями во времени может служить ряд динамики, характеризующий удельный вес численности городского и сельского населения в общей численности населения на начало года в процентах:

Годы
Все население
В том числе:



городское
сельское

1992
100
74
26

1993
100
73
27

1994
100
73
27

1995
100
73
27

1996
100
73
27

Суммирование уровней данного ряда не имеет смысла.

Одним из важнейших направлений анализа рядов динамики явля​ется изучение особенностей развития явления за отдельные периоды времени. Для выявления специфики развития изучаемых явлений за отдельные периоды времени определяют абсолютные и относительные показатели изменения ряда динамики: абсолютные приросты, абсо​лютное значение одного процента прироста, темпа роста и прирос​та.
Рассматривая данные показатели, необходимо правильно выбирать базу сравнения, которая зависит от цели исследования. При сравнении каждого уровня ряда с предыдущим получаются цепные показатели; при сравнении каждого уровня с одним и тем же уровнем (базой) по​лучают базовые показатели.

Например, требуется провести анализ динамики продажи леса од​ним из предприятий отрасли за 1993-1997 гг. Для удобства и наглядно​сти исходные и рассчитанные показатели изложены в табличной фор​ме (табл. 7.1.1).

Для выражения абсолютной скорости роста (снижения) уровня ря​да динамики исчисляют статистический показатель - абсолютный прирост (
[image: image35.wmf]D

). Его величина определяется как разность двух сравнивае​мых уровней. Она вычисляется по формуле:
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(7.1.1)

где 
[image: image37.wmf]i

y

 — уровень i -го года, 
[image: image38.wmf]0

y

— уровень базисного года.

Например, абсолютное уменьшение продажи леса за 1994 г. по сравнению с 1993 г. составило: 806 - 891 = - 85 тыс.м3., а по сравнению с базисным 1993 г. продажа леса в 1997 г. возросла на 760 тыс.м3.

Таблица 7.1.1

Динамика продажи леса одним из предприятии отрасли за 1993-1997 гг. 

и расчет аналитических показателей динамики (данные условные) 

Годы
Обьемпродаж леса (тыс. куб м.)
приросты (снижение) (тыс. куб. м)
Темпы роста (%)
Темпы прироста

(%)
Абсолютное значение 1% прироста (тыс. куб. м.)
























с предыдущим годом
с 1993г.
с предыдущим годом
с 1993г.
с предыдущим годом
с 1993г.


1993
891



100,0

0,00


1994
806
-85
-85
90,5
90,5
-9.54
9,54
8,91

1995
1595
769
704
197,9
179,0
97,89
79,01
8,06

1996
1637
42
746
102,6
183,7
2,63
83,73
15,95

1997
1651
14
760
100,9
185,3
0.86
85,30
16,37

Итого
8560
760







Интенсивность изменения уровней ряда динамики оценивается от​ношением текущего уровня к предыдущему или базисному, которое всегда представляет собой положительное число. Этот показатель при​нято называть темпом роста 
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. Он выражается в процентах, т. е.
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Так, для 1997 г. темп роста по сравнению с 1993 г. составил (1651/891)* 100=185,3%.

Темп роста может быть выражен и в виде коэффициента роста 
[image: image41.wmf]p

K

.
В этом случае он показывает, во сколько раз данный уровень ряда больше уровня базисного года или какую его часть он составляет.

Для выражения изменяемости величины абсолютного прироста уровней ряда динамики в относительных величинах определяется темп прироста 
[image: image42.wmf]np

T

, который рассчитывается как отношение абсолютного прироста к предыдущему или базисному уровню, т. е.
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Темп прироста может быть вычислен также путем вычитания из темпов роста 100%. т. е. 
[image: image44.wmf]100
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В нашем примере он показывает, например, на сколько процентов продажа леса в 1997 г. возросла по сравнению с 1993 г.: (760/891)* 100 = 85,3%, или 185,3 - 100 = 85,3%.

Показатель абсолютного значения одного процента прироста (|%|) определяется как результат деления абсолютного прироста на со​ответствующий темп прироста, выраженный в процентах, т. е. 
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. Расчет этого показателя имеет экономический смысл только на цепной основе.

Для 1997 г. абсолютное значение 1% прироста равно: 0,01*1637 = 16,37 или 14 / 0,855 = 16,37 тыс. м3
Особое внимание следует уделять методам расчета средних пока​зателей рядов динамики, которые являются обобщающей характери​стикой его абсолютных уровней, абсолютной скорости и интенсивно​сти изменения уровней ряда динамики. Различают следующие средние показатели: средний уровень ряда динамики, средний абсолютный прирост, средний темп роста и прироста.

Методы расчета среднего уровня ряда динамики зависят от его вида и способов получения статистических данных.

В интервальном ряду динамики с равноотстоящими уровнями во времени расчет среднего уровня ряда у производится по формуле средней арифметической простой:
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В нашем примере средняя продажа леса за 5 лет составила:
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Для моментного ряда с равноотстоящими уровнями средняя хронологическая рассчитывается по формуле
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(7.1.5)

где п - число уровней ряда.

Определение среднего абсолютного прироста производится по цепным абсолютным приростам по формулам


[image: image50.wmf]1

  

или

  

1

0

-

-

=

D

-

D

=

D

å

n

y

y

;

n

n

n


(7.1.6)

Среднегодовой абсолютный прирост продажи леса за 1993 - 1997

гг. равен: 
[image: image51.wmf];
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Среднегодовой темп роста вычисляется по формуле средней гео​метрической:
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где 
[image: image55.wmf]n

 - число коэффициентов роста.

Среднегодовой темп роста продажи леса за 1993 - 1997 гг. можно рассчитать двумя способами:
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Среднегодовой темп прироста получим, вычтя из среднего темпа роста 100%. В нашем примере 
[image: image60.wmf]%

,

%

%

,

T

T

p

np

7

16

100

7

116

100

=

-

=

-

=

. 

Следует отметить, что существуют специальные таблицы исчисле​ния среднегодовых темпов роста, использование которых позволяет без каких-либо вычислений получить готовые показатели среднегодо​вых темпов роста и прироста.

При анализе рядов динамики иногда возникает необходимость смыкания рядов, т. e. объединение двух и более рядов, характери​зующих изменение явления, в один ряд. Смыкание необходимо в слу​чаях, когда уровни ряда несопоставимы в связи с территориальными или ведомственными, организационными изменениями, изменением методологии исчисления и т. п. Существует несколько способов при​ведения рядов динамики к сопоставимому виду.

Например, имеются данные, характеризующие общий объем про​дукции промышленности в одном из регионов (в фактически действо​вавших ценах), млн. руб.:

Годы

Уровни продукции промышленности
1991
1992
1993
1994
19995
1996
1997

В старых границах региона
20,1
20,7
21,0
21,2
—
—
—

В новых границах региона
—
—
—
23,8
24,6
25,5
27,2

Для приведения ряда динамики к сопоставимому виду для 1994 г. определим коэффициент соотношения уровней двух рядов:  23,8/ 21,2=1,12.

Умножая на этот коэффициент уровни первого ряда, получаем их сопоставимость с уровнями второго ряда, млн. руб.:

1991г. —  
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Получен сопоставимый ряд динамики общего объема продукции промышленности (в фактически действовавших ценах, в структуре и методологии соответствующих лет) в одном из регионов (в новых гра​ницах, млн. руб.):

Годы
1991
1992
1993
1994
1995
1996
1997


22,5
23,2
23,5
23,8
24,6
25,5
27,2

Другой способ смыкания рядов динамики заключается в том, что уровни года (в нашем примере уровни 1994 г.), в котором произошли изменения, принимаются за 100%. Остальные данные пересчитывают​ся в процентах по отношению к этим уровням (в нашем случае до из​менений по отношению к 21,2, а после изменений - по отношению к 23,8). В результате получается сомкнутый ряд.

Применив этот способ для нашего примера, получим следующий ряд динамики, характеризующий общий объем продукции региона:

Годы
1991
1992
1993
1994
1995
1996
1997

Общий объем продукции в новых границах региона, (% к 1994 г.)
94,8
97,6
99,1
100,0
103,4
107,2
114,3

7.2. Выявление основной тенденции ряда динамики
Важной задачей статистики при анализе рядов динамики является определение основной тенденции развития.

При изучении в рядах динамики основной тенденции развития ка​кого-либо явления применяются различные приемы и методы. Одним из приемов выявления основной тенденции является метод скользящей средней. Суть метода состоит в том, что расчет показателя на прогнозируемый момент времени строится путем усреднения значений этого показателя за несколько предшествующих моментов времени. Вычисление средних ведется способом скольжения, т. е. постепенным исключением из принятого периода скольжения первого уровня и включением следующего. Например, на основе данных о производстве стиральных машин фирмой за 15 меся​цев 1996 - 1997 гг. нужно произвести сглаживание ряда методом трех​членной и четырехчленной скользящей средней (табл. 7.2.1).

Взяв данные за первые три месяца, вычисляем трехчленные суммы, а затем среднюю:
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Таблица 7.2.1

Динамика производства стиральных машин

и расчет скользящих средних

Ме​ся​цы
Сти​раль​ные маши​ны, тыс. шт.
Трех​членные скользя​щие сред​ние
Трех​членные скользя​щие сред​ние (взвешенные)
Экспоненциальное сглаживание

А
1
3
4
5

1
155
—
—
—

2
163
—
—
159

3
167
—
—
159,8

4
131
161,7
164,6
161,2

5
158
153,7
145
155,2

6
147
152
150,8
155,8

7
130
145,3
148,7
154

8
145
145
137,9
149,2

9
128
140,7
140,7
148,4

10
140
134,3
133,3
144,3

11
159
137,7
136,9
143,4

12
160
142,3
150,2
146,5

13
147
153,0
157,7
149,2

14
150
155,3
152,1
148,8

15
165
152,3
150,1
149

При сглаживании ряда методом усреднения часто приходится наблюдать, что влияние используемых при расчете реальных показателей оказывается неодинаковым, при этом обычно более свежие данные имеют больший вес.

Математически метод взвешенного подвижного среднего можно записать так:
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где 
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 — реальное значение показателя в момент времени 
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   — число предшествующих моментов времени, используемых при расчете;
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— прогноз на момент времени 
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— вес, с которым используется показатель 
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 при расчете.

 В качестве примера рассмотрим временной ряд, представленный в табл. 7.2.1:

Будем считать, что при сглаживании ряда методом скользящей средней объем сегодняшних продаж имеет вес 60, вчерашних — вес 30, а позавчерашних — вес 10.

Тогда имеем:
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и т. д.

Результаты представлены в табл. 7.2.1 (графа 4).

Существует также метод экспоненциального сглаживания. В этом методе учитывается отклонение предыдущего прогноза от реального показателя, а сам расчет проводится по следующей формуле:
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где 
[image: image75.wmf]1

-

k

y

— реальное значение показателя в момент времени 
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 — прогноз на момент времени 
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  — постоянная сглаживания.

Замечание. Значение постоянной сглаживания 
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, подчиненной условию 
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, определяет степень сглаживания и обычно выбирается универсальным методом проб и ошибок. Проведем сглаживание ряда, представленного в табл. 7.2.1, считая, что 
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и т. д.

Результаты представлены в табл. 7.2.1 (графа 5).

Наиболее эффективным способом выявления основной тенденции развития является аналитическое выравнивание. При этом уровни ряда  динамики   выражаются   в   виде   функции   времени: 
[image: image85.wmf])
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. Аналитическое выравнивание может быть осуществлено по любому рациональному многочлену. Выбор функции производится на основе анализа характера закономерностей динамики данного явления.

Рассмотрим применение метода аналитического выравнивания по прямой для выражения основной тенденции на следующем примере.

В табл. 7.2.2 приведены исходные и расчетные данные о динамике производства молока в регионе за 1993-1997 гг.

Таблица 7.2.2

Исходные данные для определения

параметров сис​темы уравнений (млн. т)
Годы
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 (млн.т)

[image: image87.wmf]t



[image: image88.wmf]t

y



[image: image89.wmf]t

y

y

-



1993
13,3
-2
13,02
0,28

1994
13,5
-1
13,94
-0,44

1995
14,8
0
14,86
0,00

1996
16,1
1
15,78
0,10

1997
16,6
2
16,7
0,01

Итого
74,3
—
74,4
0,38

Для выравнивания ряда динамики используем уравнение прямой:
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Способ наименьших квадратов дает систему двух нормальных уравнений для нахождения параметров 
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где 
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— исходный уровень ряда динамики; 
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 — число членов ряда; 
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 —показатель времени, который обозначается порядковыми номерами, начиная с младшего года, например:

Годы
1993
1994
1995
1996
1997
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Решение системы уравнений позволяет получить выражения для вычисления коэффициентов 
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В рядах динамики техника расчета параметров уравнения может быть упрощена. Для этой цели показателям времени 
[image: image100.wmf]t

 придают такие значения, чтобы их сумма была равна нулю. т. е. 
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. В нашем при​мере число исходных уровней ряда нечетное (
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)  При этом показатели времени примут значения (см. табл. 7.2.2), а уравнения системы будут иметь следующий вид:
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По итоговым данным определяем параметры уравнения:
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В результате получаем следующее уравнение основной тенденции производства молока в регионе за 1993-1997 гг.:
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Подставляя в уравнение принятые обозначения 
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, вычислим вы​ровненные уровни ряда динамики:

1993г. — 
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1994г. — 
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и т. д. (см. значения 
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 в табл. 7.2.2).

После расчета основной тенденции целесообразно построить гра​фик, на котором следует изобразить исходные данные и теоретические значения уровней ряда.

Однако, если число уровней ряда четное, то условное обозначение показателя времени принимает следующий вид:

Годы
1992
1993
1994
1995
1996
1997
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Это означает, что счет времени ведется полугодиями. Основная тенденция (тренд) показываем. как воздействуют систе​матические факторы на уровень ряда динамики, а колеблемость уров​ней около тренда служит мерой воздействия остаточных факторов. Ее можно вычислить по формуле среднего квадратического отклонения:
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Используя данные этого примера, рассчитаем показатель колебле​мости производства молока в регионе (табл. 8.3):
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Относительной мерой колеблемости является коэффициент ва​риации, который вычисляется по формуле
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В нашем примере 
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7.3. Выявление сезонных колебаний
При анализе рядов динамики большое значение имеет выявление сезонных колебаний. Этим колебаниям свойственны более или менее устойчивые изменения уровней ряда по внутригодовым периодам: ме​сяцам, кварталам. Для выявления сезонных колебаний обычно анали​зируются месячные и квартальные уровни ряда динамики за год или за несколько лет. При изучении сезонных колебаний используются специ​альные показатели-индексы сезонности 
[image: image116.wmf]s
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. Способы определения ин​дексов сезонности различны, они зависят от характера основной сезон​ности ряда динамики. Для ряда внутригодовой динамики, в которой основная тенденция роста незначительна (или она не наблюдается со​всем), изучение сезонности основано на методе постоянной средней, являющейся средней из всех рассматриваемых уровней. Самый про​стой способ заключается в следующем: для каждого года рассчитыва​ется средний уровень, а затем с ним сопоставляется (в процентах) уро​вень каждого месяца. Это процентное отношение обычно именуется индексом сезонности:
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Рассмотрим табл. 7.3.1.

Таблица 7.3.1

Численность рабочих фирмы по месяцам

Месяцы
Численность рабочих, чел.

Январь
620

Февраль
640

Март
710

Апрель
730

Май
880

Июнь
920

Июль
990

Август
980

Сентябрь
970

Октябрь
870

Ноябрь
740

Декабрь
630

Итого
9680

В приведенном примере средний уровень ряда составляет:
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Индекс сезонности составляет для января (620/807)* 100% = 76,8%,

для февраля (640 / 807)* 100% = 79,3% и т. д. Однако помесячные дан​ные одного года в силу элемента случайности слишком ненадежные для выявления закономерности колебании. Поэтому на практике для выявления закономерности колебаний пользуются помесячными дан​ными за ряд лет (в основном не менее 3 лет). Тогда для каждого месяца рассчитывается средняя величина уровня за три года, затем рассчиты​вается среднемесячный уровень для всего ряда и в заключение опреде​ляется процентное отношение средних для каждого месяца к общему среднемесячному уровню ряда, т. е.
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где 
[image: image120.wmf]i

y

 — среднее значение для каждого месяца за 3 года; 



[image: image121.wmf]y

 — общий средний месячный уровень за 3 года.

Проиллюстрируем этот расчет на условном примере (табл. 7.3.2).

Таблица 7.3.2

Внутригодовая динамика расторгнутых браков

населением города по месяцам за 1995 —1997 гг.

Месяцы
1995
1996
1997
В среднем за 3 года 
[image: image122.wmf]i

y


Индекс сезонности 
[image: image123.wmf]s
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Январь
195
158
144
165,7
122,4

Февраль
164
141
136
147,0
108,6

Март
153
153
146
1507
111,3

Апрель
136
140
132
136,0
100,4

Май
136
136
136
136,0
100,4

Июнь
123
129
125
125,7
92,8

Июль
126
128
124
26,0
93,1

Август
121
122
119
120,7
89,1

Сентябрь
118
118
118
118,0
87,2

Октябрь
126
130
128
128,0
94,5

Ноябрь
129
131
135
131,7
97,3

Декабрь
138
141
139
139.3
102,9

Ср. уровень ряда 
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138,7
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131,8
135,4
100,0

Для получения значений 
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 no способу средней простой (невзве​шенной) произведем осреднение уровней одноименных периодов:

Январь:   
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Февраль: 
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Декабрь: 
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Определим осредненные значения уровней ряда 
[image: image129.wmf]i

y

 для
каждого месяца годового цикла (табл. 7.3.2):

Январь: 
[image: image130.wmf]7

165

3

144

158

195

1

,

y

=

+

+

=

;

Февраль:  
[image: image131.wmf]0

147

3

136

141

164

2

,

y

=

+

+

=

 и т.д.
Далее по исчисленным месячным средним уровням 
[image: image132.wmf]i
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 определяем общий средний уровень 
[image: image133.wmf](
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где 
[image: image135.wmf]n

 — число месяцев.

И, наконец, определим по месяцам года индексы сезонности:

Январь:   
[image: image136.wmf]%

,

%

,

,

I

s

4

122

100

4

135

7

165

1

=

´

=


Февраль: 
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 и т. д.

7.4. Методы исключения влияния тенденции роста
Совокупность исчисленных для каждого месяца годового цикла индексов сезонности характеризует сезонную волну развития числа расторгнутых браков в городе во внутригодовой динамике. Для полу​чения наглядного представления о сезонной волне желательно изобра​зить полученные данные в виде линейной диаграммы. При наличии яр​ко выраженной тенденции к увеличению или уменьшению уровней из года в год применимы другие способы измерения сезонных колебаний, в частности индексы сезонности определяются на основе методов, ко​торые позволяют исключить влияние тенденции роста (падения).
При использовании способа аналитического выравнивания ход вы​числений следующий:

1) вычисляют для каждого месяца (квартала) выровненные уровни по соответствующему аналитическому уравнению на момент времени 
[image: image138.wmf]t

;

2) берут отношение фактических месячных (квартальных) данных 
[image: image139.wmf]i
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 к соответствующим им выровненным данным в процентах:
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3) находят среднюю из этих отношений для одноименных месяцев (кварталов) в процентах:
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где 
[image: image142.wmf]m

 — число одноименных месяцев;

4) из полученных 12 помесячных относительных величин 
[image: image143.wmf]i

U

вы​числяют общий среднемесячный уровень 
[image: image144.wmf]U

;

5) определяют индексы сезонности по формуле
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Та же методика расчета индексов сезонности применяется и при использовании метода скользящей средней.
В качестве аналитической формы сезонной волны иногда применя​ется уравнение следующего вида:
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где 
[image: image147.wmf]k

 — степень точности гармоники тригонометрического много​члена;
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 — время.

Это уравнение представляет собой ряд Фурье, где время 
[image: image149.wmf]t

 выража​ется в радиальной мере или в градусах:
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Градусы
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Уровни 
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Обычно при выравнивании по ряду Фурье рассчитывают не более четырех гармоник и затем уже определяют, с каким числом гармоник наилучшим образом отражается периодичность изменения уровней ря​да. Например, при 
[image: image175.wmf]1
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 уравнение Фурье будет иметь вид:
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При 
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 соответственно
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Параметры уравнения выровненных уровней, определяемых рядом Фурье, находят по способу наименьших квадратов. Не излагая здесь вывода, приведем готовые формулы, используемые для исчисления указанных выше параметров уравнения ряда Фурье:
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Покажем выравнивание по ряду Фурье на условных данных о про​даже молока на рынках сельхоз. продуктов города (табл. 8.6).

На основе полученных итоговых данных табл. 7.4.1 находим:
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Таблица 7.4.1

Динамика продажи молока на рынках сельхозпродуктов города

и расчет параметров системы уравнения по ряду Фурье

Ме​сяц 
[image: image181.wmf](

)

t


Продано моло​ка,т 
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1
2
3
4
5

1
30
30
0
35,6

2
40
34,64
20
40,51

3
43
21,5
37,24
45,11

4
54
0
54
48,03

5
67
-33,5
58,02
48,55

6
29
-25.11
14,5
46,53

7
35
-35
0
42,52

8
34
-29,44
-17
38,25

9
45
-22,5
-38,97
33,05

10
35
0
-35
30,13

11
29
14,5
-25,11
29,61

12
28
24,25
-14
31,63

Итого
469
-20.66
53,68
469,52

Отсюда: 
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Подставляя в это уравнение значения 
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 и 
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, получаем теоретические значения ко​личества проданного молока 
[image: image189.wmf]t
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 (см. табл. 7.4.1, гр. 5).

Параметры гармоники второго и высшего порядка рассчитываются аналогично, и их значения последовательно присоединяются к значе​ниям первой гармоники:
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Опустив расчеты, запишем уравнение для выравнивания нашего

ряда с учетом второй гармоники:
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Подставив в уравнение конкретные значения 
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, получим выровненные уровни проданного молока по месяцам. Затем, рассчитав остаточные дисперсии 
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для двух случаев, можно сделать вывод, какая гармоника ряда Фурье наи​более близка к фактическим уровням ряда.

7.5. Взаимосвязь рядов динамики
При изучении рядов динамики возникает необходимость получе​ния сравнительных характеристик направления и интенсивности роста одновременно развивающихся во времени явлений. Это достигается путем приведения рядов динамики к общему (единому) основанию.
По исходным уровням нескольких рядов динамики определяются относительные величины - базисные темпы роста и прироста. Приня​тый при этом за базу сравнения период (момент) времени выступает в качестве постоянной базы расчета темпов роста для каждого из изучае​мых рядов динамики.

Рассмотрим пример приведения рядов динамики к общему осно​ванию на данных о производстве цемента в двух странах, млн. т:

Годы
1995
1996
1997
1998
1999

Страна А
45,5
72,4
95,2
122,0
128,0

Страна Б
56,1
65,1
66,5
65.0
67,0

Различные значения абсолютных уровней приведенных рядов ди​намики затрудняют выявление особенностей производства цемента в стране А и стране Б. Приведем абсолютные уровни рядов динамики к общему основанию, приняв за постоянную базу сравнения 1995 г., и получим данные, в процентах к 1995 г.:

Годы
1995
1996
1997
1997
1999

Страна А
100,0
159,1
209,2
268,1
281,3

Страна Б
100,0
116,0
118,5
115,9
119,4

Из этих данных видно, что производство цемента в стране А не​прерывно и быстро возрастает, значительно превосходя темпы роста в стране Б. Если в 1999 г. производство цемента в стране А возросло по сравнению с 1995 г. в 2,8 раза. то в стране Б оно увеличилось за это же время в 1,19 раза.

Сопоставив базисные темпы роста производства цемента в стране А и стране Б, получим коэффициент опережения - относительный пока​затель, характеризующий опережение (больше единицы) или отставание (меньше единицы) в развитии стран: К = 2,813 / 1,194 = 2,36 раза, таким образом производство цемента в стране А развивалось за 1995-1999 гг. в 2,36 раза быстрее, чем в стране Б.

При изучении развития явления во времени часто возникает необ​ходимость оценить степень взаимосвязи в изменениях уровней двух рядов динамики различного содержания, но связанных между собой. Эта задача решается методами коррелирования: а) уровней рядов ди​намики; б) отклонений фактических от выровненных уровней; в) абсо​лютных разностей.

Первый способ правильно показывает тесноту связи между явле​ниями лишь в том случае, если в каждом из них отсутствует автокорре​ляция, т. е. зависимость между последовательными уровнями ряда ди​намики.

На условном примере данных об изменении объема собственной продукции фирмы общественного питания и доходов от реализации то​варов общественного питания за 1990-1999 гг. рассмотрим применение коррелирования уровней для измерения связи между рядами динамики (табл. 7.5.1).

Таблица 7.5.1

Исходные и расчетные данные для определения 

коэффициента корреляции

Годы
Собственная продукция, млн. руб. х
Доходы от реализации товаров, млн. руб. 
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1990
1,3
0,7
1,69
0,49
0,91

1991
1,4
0,8
1,96
0,64
1,12

1992
1.5
0,9
2.25
0,81
1,35

1993
1,7
0,9
2.89
i 0,81
1,53

1994
2,1
1,0
4.41
1,00
2,10

1995
2,2
1,0
4,84
1,00
2,20

1996
2,5
1,1
6.25
1,21
2.75

1997
2,7
1,1
7,29
1,21
2,97

1998
3.0
1,1
9.00
1,21
3,30

1999
3,3
1,2
10,89
1,44
3,96

Итого
21,7
9,8
51.47
9,82
22.19

Рассчитаем величину коэффициента корреляции
по следующей формуле:
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Из данных табл. 7.5.1 видно, что:
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Тогда
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Полученное значение коэффициента корреляции говорит в данном случае о наличии прямой (знак «плюс») и заметной (величина 0,96) связи между уровнями рядов собственной продукции общественного питания и доходами от реализации товаров общественного питания.

Однако прежде чем делать вывод о тесноте связи между рассмат​риваемыми рядами динамики, их необходимо проверить на автокорре​ляцию. Наличие автокорреляции устанавливается при помощи коэффи​циента автокорреляции для парной линейной связи:
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Если значение последнего уровня мало отличается от первого, то для того, чтобы сдвинутый ряд не укорачивался, его можно условно дополнить, принимая 
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, т. к. они рассчитываются для одного и того же ряда.

При такой замене формула коэффициента автокорреляции прини​мает вид:
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Для расчета коэффициента автокорреляции по первому ряду по​строим табл. 7.5.2

Таблица 7.5.2

Расчетная таблица для определения

Коэффициента автокорреляции

Годы
Собственная продукция, 
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Собственная продукция со сдвигом на один год 
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1990
1,3
1,4
1,82
1,69

1991
1,4
1,5
2,1
1,96

1992
1,5
1,7
2,55
2,25

1993
1,7
2,1
3,57
2,89

1994
2,1
2,2
4,62
4,41

1995
2,2
2,5
5,5
4,84

1996
2,5
2,7
6,75
6,25

1997
2,7
3,0
8,1
7,29

1998
3,0
3,3
9,9
9

1999
3,3
1,3
4,29
10,89 

Итого
21,7
21,7
49,2
51,47

По итоговым данным табл. 7.5.2 рассчитаем необходимые величины:


[image: image211.wmf](

)

(

)

44

0

71

4

10

47

51

71

4

17

2

10

7

21

92

4

10

2

49

2

2

2

2

1

,

,

,

x

n

x

;

,

x

;

,

,

x

;

,

,

x

x

t

t

x

t

t

t

t

t

=

-

=

-

=

s

=

=

=

=

=

×

å

+


Их значения подставим в формулу коэффициента автокорреляции:
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Затем проводим аналогичные вычисления для второго ряда у (доходы от реализации товаров) и получаем 
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Далее возникает вопрос о величине коэффициента автокорреляции, которая достоверно свидетельствует о наличии или отсутствии автокоррелированности наблюдений. Поэтому необходимо коэффициенты, полученные расчетным путем, сравнить с табличными коэффициента​ми (см. табл. 7.5.3).

Если фактическая величина 
[image: image214.wmf]a
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 больше его критического значения, указанного в таблице, то делается заключение о том, что автокорреля​ция имеется. Если же фактическая величина 
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 меньше табличного, то следует отказаться от гипотезы о наличии автокорреляции.

Приведем сопоставление коэффициентов автокорреляции с таб​личным значением 
[image: image216.wmf]a
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 при размере выборки 
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. При уровне значи​мости 
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 (5%-ный уровень) величина 
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 может только в пяти случаях из ста превысить 0,36.

Коэффициент автокорреляции, вычисленный по динамическому ряду собственной продукции, в нашем примере составил 
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, т. е. он превысил табличное значение при уровне значимости 0,05, а ко​эффициент автокорреляции, вычисленный по динамическому ряду до​ходов от реализации товаров, составил 
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, что также превышает табличное значение. Поэтому делается вывод о том, что автокорреля​ция имеется в обоих рядах. В данных рядах динамики необходимо уст​ранить автокорреляцию, а затем уже рассчитывать коэффициент корре​ляции.

Таблица 7.5.3

Таблица 5%-ного и 1 % - ного уровней вероятности

коэффициента корреляции 
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Размер выборки 
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Положительные значения 
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отрицательные значения 
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5% — уровень
1% — уровень
5% — уровень
1% — уровень

5
0,253
0,297
-0,753
-0,798

6
0,354
0,447
-0,708
-0,863

7
0,370
0,510
-0,674
-0,799

8
0,371
0,531
-0,625
-0,764

9
0,366
0,533
1-0,593
-0,737

10
0,360
0,525
-0,564
-0,705

11
0,353
0,515
-0,539
-0,679

12
0,348
0,505
-0,516
-0.655

13
0.341
0,495
-0,497
-0,634

14
0,335
0,489
-0,479
-0,615

15
0,328
0,475
-0,462
-0,597

20
0,299
0,432
-0,399
-0,524

25
0,276
0,398
-0.356
-0,473

30
0,257
0,370
-0,324
-0,433

35
0,242
0,347
-0,300
-0,401

40
0,229
0,329
-0,279
-0,376

45
0,218
0,313
-0,262
-0,356

50
0,208
0,301
-0,248
-0,339

Рассмотрим способы ее исключения в рядах динамики. При коррелировании отклонений фактических уровней от вы​ровненных необходимо сделать следующее:

1) произвести аналитическое выравнивание сравниваемых рядов по любому рациональному многочлену:

2) определить величину отклонения каждого фактического уров​ня ряда динамики от соответствующего ему выровненного значения:

3) произвести коррелирование полученных отклонений. 

В этом случае в качестве показателя тесноты связи между иссле​дуемыми рядами рассчитывается коэффициент корреляции отклоне​ний:
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где 
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Он характеризует степень связи между отклонениями фактических уровней сравниваемых рядов от соответствующих им выровненных уровней коррелируемых рядов динамики.

При коррелировании разностей измеряется теснота связи между разностями последовательных величин уровней в каждом динамиче​ском ряду. В данном случае показателем тесноты связи между изучае​мыми рядами является коэффициент корреляции разностей:
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где 
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Иногда приходится при анализе рядов динамики исследовать во​прос о наличии или отсутствии автокорреляции не между самими уровнями ряда, а между их отклонениями от среднего уровня или от выровненного уровня.

Коэффициент автокорреляции для остаточных величин выразится как
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Коэффициент автокорреляции может рассчитываться не только между соседними уровнями, т. е. сдвинутыми на один период, но и ме​жду сдвинутыми на любое число единиц времени т. Этот сдвиг, име​нуемый временным лагом, определяет и порядок коэффициента корре​ляции: первого порядка (при т = 1), второго порядка (т - 2) и т. д.
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Задание на контрольную работу по эконометрике

1. Определение параметров эмпирических формул

1. При измерении в баллах результатов тестирования по истории 
[image: image233.wmf](
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 и географии 
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 получены следующие пары чисел для четырех школьников: (2, 2), (4, 5), (6, 7), (8, 10). Выберите в качестве эмпирической формулы прямую линию и определите ее параметры методом наименьших квадратов.

2. Проводится исследование спроса на некоторый вид товара. Пробные продажи показали следующие данные о зависимости дневного спроса от цены:

3. Цена, руб.
10
12
14
16
18

4. Спрос, ед. товара
91
76
68
59
53

Требуется:

А). Выбрав в качестве эмпирической формулы прямую, определить ее параметры методом наименьших квадратов.

Б). Исходя из данных пункта А) определить спрос при цене 15 руб. за ед. товара.

3. В ситуации, описанной в предыдущей задаче, была предложена другая модель зависимости спроса от цены:
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Определить параметры указанной формулы методом наименьших квадратов и сделать вывод о том, какая модель является более адекватной экспериментальным данным.

2. Исследование рядов динамики.

1. Ввод в действие жилых домов предприятиями всех форм собственности в одном из регионов в 1990-1997 г. характеризуется сле​дующими данными, млн. кв. м. общей площади:


1991
1992
1993
1994
1995
1996
1997

17
18
19
20
21
20
22
23

Для анализа ряда динамики:

1) определите цепные и базисные: абсолютные приросты, темпы роста, темпы прироста, среднегодовой темп прироста;

2) определите для каждого года абсолютное значение 1% прироста;

3) в целом за весь период рассчитайте среднегодовой абсолютный прирост;

4) результаты расчетов оформите в таблице и сделайте выводы.

2. Используя взаимосвязь показателей динамики, определи​те уровни ряда динамики и недостающие в таблице базисные показате​ли динамики по следующим данным о производстве часов в регионе за 1989-1997 гг.:

Годы
Производст​во часов, млн. шт.
Базисные показатели динамики



Абсолютный прирост, млн. шт.
Темп роста, %
Темп при​роста, %

1989
55,1
—
100
—

1990

2,8



1991


110,3


1992



14,9

1993



17,1

1994


121,1


1995

13,5



1996


122


1997

14

25,4

3. Используя взаимосвязь показателей динамики, определи​те уровни ряда динамики и недостающие в таблице цепные показатели динамики по следующим данным о производстве продукции предпри​ятиями объединения (в сопоставимых ценах):

Годы


Производст​во продук​ции, млн. руб.
По сравнению с предыдущим годом



Абсолютный прирост, млн. руб.
Темп роста, %
Темп прироста, %
Абсолютное значе​ние 1% прироста, млн. руб.

1992
92,5





1993

4,8




1994


104



1995



5,8


1996






1997

7.0


1,15

4. Имеются следующие данные о производстве продуктов животноводства в области:

Годы


Мясо в убойном весе (млн. тонн)
Молоко (млн. тонн)
Яйца (млрд. шт.)
Шерсть (тыс. тонн)

1980
10
72,6
29,1
357

1985
12,3
83,6
40,7
402

1990
15
90,8
57,7
448

1991
13,6
89,7
56,2
435

1992
14,7
94,9
61,2
459

1993
15,3
94,5
64,5
463

1994
15,5
93,3
65,6
472

1995
15,1
90,9
67,9
443

1996
15,2
88,9
70,9
460

1997
15,3
90,1
70,8
458

Для проведения сравнительного анализа абсолютных и относи​тельных скоростей роста производства продуктов животноводства оп​ределите по каждому виду продуктов среднегодовые абсолютные при​росты, среднегодовые темпы роста и прироста:

а) для 1981-1985 гг., 1986-1990 гг., 1991-1995 гг.;

б) 1981-1990 гг., 1991-1997 гг.

Результаты расчетов изложите в таблице, и проанализируйте полу​ченные данные.

5. Имеются следующие данные об общем объеме рознично​го товарооборота региона по месяцам 1997 г., млрд. руб.:

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12

22,8
24,9
31,0
29,5
30,5
35,6
36,4
42,6
45,1
47,3
51,0
53,4

Установите, по какой функции - прямой, параболе второго порядка, показательной кривой - следует произвести выравнивание этого ряда. Найдите тренд, характеризующий динамику общего объема розничного товарооборота региона за 12 месяцев 1997 г. Чему равен средний абсо​лютный прирост выровненного ряда? Следует ли вычислять этот пока​затель или он задан в уравнении тренда?

6. Приведите уровни следующего ряда динамики, характе​ризующие численность работников фирмы, к сопоставимому виду:

Годы
1989
1990
1991
1992
1993
1994
1995
1996
1997

На 1 января
420
429
427
431
​—
​—
​—
—
—

Среднегодо​вая числен​ность рабочих
—
—
​—
435
442
450
460
465


7. Используя данные задачи 4:

а) произведите аналитическое выравнивание и выразите общую тенденцию развития каждого вида продукции животноводства за 1990-1997 гг. соответствующими аналитическими уравнениями;

б) определите выровненные (теоретические) уровни ряда динамики и нанесите их на график с фактическими данными. Сделайте выводы по результатам расчетов.

8. Имеются следующие данные о среднем размере товарных запасов в универмаге по месяцам года, млн. руб.:

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12

21,2
21,3
21,2
21,3
21,2
21,0
21,0
20,2
19,2
20,1
20,8
21,1

Произведите сглаживание ряда товарных запасов универмага мето​дом четырехчленной скользящей средней и выравнивание ряда дина​мики по прямой. Сделайте выводы о характере общей тенденции изу​чаемого явления.

9. Имеются следующие данные по строительной фирме об объеме выполненных работ по месяцам 1995-1997 гг. по сметной стои​мости, млн. руб.:

Годы
1995
1996
1997

Месяцы




Январь
1,6
2
2,2

Февраль
1,8
2,1
2,4

Март
2,2
2,4
2,8

Апрель
2,4
2,6
2,9

Май
2,6
2,8
3,1

Июнь
2,8
3
3,2

Июль
3,2
3,3
3,4

Август
3,3
3,5
3,4

Сентябрь
3,2
3,3
3

Октябрь
2,9
3,1
3,2

Ноябрь
2,7
27
3,2

Декабрь
2,5
2,5
3

Итого за год
31,2
33,3
35,8

Для анализа внутригодовой динамики объема выполненных работ в строительстве выполните следующие расчеты:

а) определите объем выполненных работ по месяцам, используя периодическую функцию ряда Фурье по первой и второй гармоникам:

б) сравните полученные результаты путем расчета сумм квадратов отклонений исходных и выровненных данных:

в) вычислите индексы сезонности как отношение выровненных уровней объема выполненных работ по месяцам к среднегодовому объ​ему;

г) постройте график сезонной волны.

10. Имеются следующие данные о среднегодовой выработке продукции промышленности на одного работающего, фондоотдаче, электровооруженности и удельном весе материалов в себестоимости одной из промышленных фирм:

Годы
Выработка продукции промышленности на одного работающего, тыс.руб.
Фондоотдача, тыс. руб.
Электровооруженность, кВт-ч/чел.-ч.
Удельный вес материалов в себестоимости, %

1983
42,3
23,4
0,72
95,5

1984
44,2
20,6
0,68
96,1

1985
55,5
15,5
1,22
97,2

1986
43,8
10,3
1,02
95,2

1987
34,3
8,1
0,93
95,2

1988
42,3
5,5
1,11
94,4

1989
37,9
3,9
0,93
94,8

1990
32,6
5,3
1,01
94,0

1991
42,4
4,9
3,03
92,9

1992
42,9
3,7
5,72
92,6

1993
60,5
5,4
4,80
80,5

1994
61,5
5,0
2,50
93,6

1995
70,7
5,9
8,60
93,9

1996
80,5
6,8
6,00
94,9

1997
85,1
6,7
7,80
95,6

Для анализа взаимосвязи выработки продукции промышленности на одного работающего, электровооруженности и удельным весом ма​териалов в себестоимости:

а) определите парные коэффициенты корреляции;

б) проверьте ряды динамики на автокорреляцию:

в) вычислите парные коэффициенты корреляции по отклонениям от тренда;

г) найдите уравнение регрессии по отклонениям от тренда между выработкой продукции промышленности на одного работающего, электровооруженностью и удельным весом материалов в себестоимо​сти:

д) найдите уравнение связи между перечисленными выше факто​рами, включив в него фактор времени.

На основании расчетов сделайте выводы.
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