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1. Математическая статистика. Основные понятия и определения

1.1.  Задачи математической статистики

Математическая статистика изучает различные методы сбора, обработки и осмысления результатов многократно повторяемых случайных со​бытий. Понятие случайного события определяется в теории веро​ятностей, обработка результатов также производится при помощи теоретически разработанных вероятностных методов. 

Первой зада​чей математической статистики является разработка способов сбора и группировки (если данных очень много) статистических сведений.

Второй задачей мате​матической статистики является построение и оценка адекватности идеальных вероятностных моделей реальных процессов.

В качестве иллюстрации рассмотрим следующий пример. Пусть имеется "реальный"' игральный кубик. Обычно рассматривается мо​дель, в соответствии с которой при бросании кубика вероятность выпадения любого числа очков от 1 до 6 одинакова и равна 1/6. Однако для "реального" кубика может случиться так, что при бро​сании его, например, 1000 раз шестерка выпала в 300 случаях. В принципе такое может произойти и в рамках модели с вероятностью 1/6, однако здравый смысл подсказывает, что, скорее всего у кубика смещен центр тяжести. Это означает, что в дальнейшем имеет смысл использовать другую гипотезу относительно вероятности выпадения шестерки при бросании данного кубика. Например, довольно логич​но предположить, что эта вероятность близка к 0.3.

Для процесса построения и применения моделей характерно сле​дующее обстоятельство: чем больше данных, тем точнее, адекватнее модель. В полной мере это относится к статистическим моделям. И в приведенном выше примере с кубиком вывод делается на основе многократного повторения испытания (бросания кубика).

Поскольку мы имеем дело со случайными событиями, то рекомен​дации, полученные на основе статистических соображений, всегда носят вероятностный характер. Однако это ни в коей мере не снижа​ет их ценности. Напротив, вероятностный характер модели является показателем близости к описываемой реальной ситуации, которая зачастую слишком сложна для детерминированного описания.

Приведем несколько примеров практических задач, требующих применения статистических методов.

1. Пусть по некоторому вопросу в городе опрошено N человек, из них М дали положительный ответ и (N — М) — отрицательный. Как по этим данным оценить долю горожан, дающих положительный ответ? Понятно, что эта доля близка к M/N, но в какой степени?

2. Предположим, что на некоторой фирме применили нововве​дение: внедрили новую технологию, перешли на выпуск новой про​дукции и т. п. Для простоты будем считать, что регистрируемыми данными являются значения производительности труда в течение дня. Эта производительность зависит от ряда случайных факторов и, следовательно, является случайной величиной.

Пусть имеется последовательность чисел — производительность за некоторый срок. Например: 7. 11, 10, 6, 6, 9. 9, 10. 5, 6, 10, 7 (в этот момент процесс производства был изменен, последующие дан​ные относятся к новой ситуации), 11, 7, 9, 8, 10, 9.

Как по имеющимся числовым данным определить, достигнуто ли повышение производительности труда?

3. Требуется дать прогноз на изменение значения некоторой ве​личины — курса доллара, спроса на продукцию, числа зрителей на стадионе и т. п. Основными исходными данными здесь являются значения, которые принимала изучаемая величина в прошлом.

1.2. Генеральная и выборочная совокупности

Пусть требуется изучить совокупность однородных объектов относительно некоторого качественного или количественного  признака, харак​теризующего эти объекты. Например, если имеется партия деталей, то качественным признаком может служить стан​дартность детали, а количественным — контролируемый размер детали.

Иногда проводят сплошное обследование, т. е. обсле​дуют каждый из объектов совокупности относительно признака, которым интересуются. На практике, однако, сплошное обследование применяется сравнительно редко. Например, если совокупность содержит очень большое число объектов, то провести сплошное обследование физически невозможно. Если обследование объекта связано с его уни​чтожением или требует больших материальных затрат, то проводить сплошное обследование практически не имеет смысла. В таких случаях случайно отбирают из всей сово​купности ограниченное число объектов и подвергают их изучению.

Выборочной совокупностью, или просто выборкой, на​зывают совокупность случайно отобранных объектов.

Генеральной совокупностью называют совокупность объектов, из которых производится выборка.

Объемом совокупности (выборочной или генеральной) называют число объектов этой совокупности. Например, если из 1000 деталей отобрано для обследования 100 де​талей, то объем генеральной совокупности 
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Исследуемый признак генеральной совокупности является дискретным, если он принимает отдельные, изолированные возможные значения с определёнными вероятностями.

Исследуемый признак генеральной совокупности является непрерывным, если он может принимать все значения из некоторого конечного или бесконечного промежутка.

1.3. Повторная и бесповторная выборки. Репрезентативная выборка
При составлении выборки можно поступать двояко: после того, как объект отобран и над ним произведено на​блюдение, он может быть возвращен, либо не возвращен в генеральную совокупность. В соответствии со сказанным, выборки подразделяют на повторные и бесповторные.

Повторной называют выборку, при которой отобранный объект (перед отбором следующего) возвращается в гене​ральную совокупность.

Бесповторной называют выборку, при которой отоб​ранный объект в генеральную совокупность не возвраща​ется.

На практике обычно пользуются бесповторным случай​ным отбором. Для того чтобы по данным выборки можно было доста​точно уверенно судить об интересующем нас признаке генеральной совокупности, необходимо, чтобы объекты выборки правильно его представляли. Это требование коротко формулируют так: выборка должна быть репре​зентативной (представительной). В силу закона больших чисел можно утверждать, что выборка будет репрезентативной, если ее осуществить слу​чайно: каждый объект выборки отобран случайно из ге​неральной совокупности, если все объекты имеют одинако​вую вероятность попасть в выборку.

Если объем генеральной совокупности достаточно ве​лик, а выборка составляет лишь незначительную часть этой совокупности, то различие между повторной и бесповторной выборками стирается; в предельном случае, когда рас​сматривается бесконечная генеральная совокупность, а выборка имеет конечный объем, это различие исчезает.

1.4. Способы отбора

На практике применяются различные способы отбора. Принципиально эти способы можно подразделить на два вида:

1. Отбор, не требующий расчленения генеральной со​вокупности на части, сюда относятся:

а) простой случайный бесповторный отбор;

б) простой случайный повторный отбор. 

2. Отбор, при котором генеральная совокупность раз​бивается на части, сюда относятся:

а) типический отбор;

б) механический отбор;

в) серийный отбор.

Простым случайным называют такой отбор, при кото​ром объекты извлекают по одному из всей генеральной со​вокупности. Осуществить простой отбор можно различны​ми способами. Например, для извлечения 
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 объектов из генеральной совокупности объема 
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 поступают так: пронумеровывают все объекты генеральной совокупности и вы​писывают номера от 1 до 
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 на карточках, которые тщатель​но перемешивают и наугад вынимают одну карточку; объект, имеющий одинаковый номер с извлеченной карточкой, подвергают обследованию; затем карточка возвращается в пачку, и процесс повторяется, т. е. карточки перемеши​ваются, наугад вынимают одну из них и т. д. Так посту​пают п раз; в итоге получают простую случайную повторную выборку объема п.
Если извлеченные карточки не возвращать в пачку, то выборка будет простой случайной бесповторной.

При большом объеме генеральной совокупности опи​санный процесс оказывается очень трудоемким. В этом случае пользуются готовыми таблицами «случайных чисел», в которых числа расположены в случайном порядке. Для того чтобы отобрать, например 50 объектов из пронумеро​ванной генеральной совокупности, открывают любую стра​ницу таблицы случайных чисел и выписывают подряд 50 чисел; в выборку попадают те объекты, номера которых сов​падают с выписанными случайными числами. Если бы ока​залось, что случайное число таблицы превышает число N, то такое случайное число пропускают. При осуществлении бесповторной выборки случайные числа таблицы, уже встречавшиеся ранее, следует также пропустить.

Типическим называют отбор, при котором объекты от​бираются не из всей генеральной совокупности, а из каж​дой ее «типической» части. 

Например, если детали изготов​ляют на нескольких станках, то отбор производят не из всей совокупности деталей, произведенных всеми станками, а из продукции каждого станка в отдельности. Типическим отбором пользуются тогда, когда обследуемый признак заметно колеблется в различных типических частях гене​ральной совокупности. Например, если продукция изготов​ляется на нескольких машинах, среди которых есть более и менее изношенные, то здесь типический отбор целе​сообразен.

Механическим называют отбор, при котором генераль​ная совокупность «механически» делится на столько групп, сколько объектов должно войти в выборку, и из каждой группы отбирается один объект.

Например, если нужно отобрать 20% изготовленных станком деталей, то отбирают каждую пятую деталь; если требуется отобрать 5% деталей, то отбирают каждую двад​цатую деталь и т. д.

Следует указать, что иногда механический отбор может не обеспечить репрезентативности выборки. Например, если отбирается каждый двадцатый обтачиваемый валик, причем сразу же после отбора производят замену резца, то отобранными окажутся все валики, обточенные затуп​ленными резцами. В таком случае надо устранить совпа​дение ритма отбора с ритмом замены резца, для чего надо отбирать, скажем, каждый десятый валик из двадцати обто​ченных.

Серийным называют отбор, при котором объекты отби​рают из генеральной совокупности не по одному, а «се​риями», которые подвергаются сплошному обследованию. 

Например, если изделия изготовляются большой группой станков-автоматов, то подвергают сплошному обследо​ванию продукцию только нескольких станков. Серийным отбором пользуются тогда, когда обследуемый признак колеблется в различных сериях незначительно.

На практике часто применяется комби​нированный отбор, при котором сочетаются указанные выше способы.

Например, иногда разбивают генеральную совокупность на серии одинакового объема, затем простым случайным отбором выбирают несколько серий и, наконец, из каждой серии простым случайным отбором извлекают отдельные объекты.

2. Первичная обработка статистических данных

2.1. Табличное представление статистических данных

После того, как данные собраны, выполняется их обработка, при этом необходимо обеспечить наглядность представления данных, позволяющую получить какие-то первоначальные представления об их закономерности. Эта наглядность достигаются путем построения таблиц и графиков.

Рассмотрим пример. Пусть нашей задачей является выявление картины успеваемости студентов, сдавших экзамен по курсу "Математическая статистика". На курсе 100 человек. Полученные студентами оценки представляют собой следующий набор чисел:
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Полученные сведения образуют выборку или статистический ряд. Однако в представленном выше виде, собранные данные трудно анализировать.  Выборку надо  как-то  иначе  "организовать". Расположим наблюдавшиеся значения признака (оценки) в порядке возрастания.   Эта   процедура   называется   группированием статистических данных, или их ранжированием. В нашем случае оценка принимает дискретные значения от 2 до 5. Ранжированный ряд удобно представлять в табличной форме (табл. 2.1.1). Такая таблица, позволяющая судить о распределении признака или его частотах, называется вариационным рядом.

Таблица 2.1.1
Дискретный вариационный ряд 

	Оценка (х)
	Количество студентов (частота   
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тх - частота признака. Величина, показывающая, сколько раз встречается то или иное значение при​знака.
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- относительная частота. Пред​ставляет собой отношение частоты 
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Наряду с понятиями частоты и относительной частоты, в математической статистике рассматриваются понятия накопленной частоты 
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 и накопленной относительной частоты 
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 которые показывают, во скольких наблюдениях признак принял значения не больше заданного значения х:
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В случае непрерывной случайной величины рассматривают не дис​кретные значения признака, а их значения в пределах определенного интервала. В качестве частоты при таком подходе выступает количест​во случаев, в которых признак принял значения, входящие в некото​рый интервал. Такую величину называют интервальной частотой и обозначают тh (соответственно рассматривается также и интерваль​ная относительная частота 
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). Полученный таким образом ряд называют интер​вальным вариационным рядом.
Интервальный вариационный ряд строят не только на основе на​блюдений за непрерывно меняющимся признаком. Во многих случаях, когда признак варьирует дискретно, однако число наблюдений доста​точно велико, удобнее как раз строить интервальный ряд.

Для построения интервального ряда необходимо установить ве​личину интервала h. Она должна быть такой, чтобы ряд был не слишком громоздким и не отвлекал внимание на частности, и, в то же время, обеспечивал выявление характерных черт и закономерностей исследуемых явлений. Для определения величины интервала h можно использовать формулу Стэрджесса:
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где     
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, называется вариационным размахом и является мерой разброса данных; 

хmax и хmin - соответственно наибольшее и наименьшее значение признака в выборке.

Когда величина интервала h выбрана, строят шкалу интервалов. При этом за верхнюю границу первого интервала принимают обычно величину
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а верхняя граница каждого последующего интервала определяется добавлением к верхней границе предыдущего значения интервала h
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до тех пор, пока начало очередного интервала не окажется больше хmax. Затем все значения признака, входящие в выборку, распреде​ляются  между  соответствующими  интервалами,  и  строится интервальный вариационный ряд.

Пример. Студенты некоторого факультета, состоящего из 100 человек, написали выпускную контрольную работу. Каждый студент набрал определенное количество баллов. Приведем эти баллы (в порядке алфавитного списка студентов):

	64
	59
	116
	89
	76
	55
	87
	65
	99
	94
	68
	58
	82
	67
	57
	72
	59
	86
	51
	64

	76
	59
	78
	34
	89
	42
	91
	41
	99
	49
	70
	53
	32
	56
	100
	57
	69
	87
	82
	67

	59
	66
	57
	79
	65
	94
	67
	103
	38
	68
	37
	74
	39
	84
	337
	99
	47
	110
	57
	96

	85
	51
	78
	38
	87
	43
	104
	49
	58
	33
	66
	46
	72
	54
	75
	47
	79
	61
	115
	65

	53
	75
	28
	67
	37
	50
	98
	56
	71
	83
	67
	70
	24
	73
	40
	58
	78
	75
	87
	51


Здесь подчеркнуты максимальное и минимальное значения признака. В соответствии с формулой (2.1.1) величина интервала h = 12. Тогда 

a1 =хmax+h/2= 24 + 6 = 30; а2 = a1 +h= 30 + 12 = 42; a3=a2+h = 54; ....

Результаты построения интервального вариационного ряда по приведенным объемам выпуска ДСП представлены табл. 2.1.2.
Таблица 2.1.2

Интервальный вариационный ряд

	Верхняя граница интервала а
	Частота тх
	Относительная частота
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	Накопленная частота 
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	Накопленная относительная частота 
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	30
	2
	0,02
	2
	0,02

	42
	12
	0,12
	14
	0,14

	54
	13
	0,13
	27
	0,27

	66
	23
	0,23
	50
	0,50

	78
	24
	0,24
	74
	0,74

	90
	12
	0,12
	86
	0,86

	102
	9
	0,09
	95
	0,95

	114
	3
	0,03
	98
	0,98

	126
	2
	0,02
	100
	1,00

	Итого
	100
	1
	-
	-


2.2. Графическое представление статистических данных

Наиболее часто используют следующие виды графического пред​ставления характеристик выборки: полигон, гистограмма и кумуля​тивная кривая. Гистограмма и полигон позволяют выявить преобладающие значения признака и характер распределения частот и относительных частот.

Полигон служит обычно для представления дискретного вариационного ряда. В системе координат (x, mх,) или (х,
[image: image25.wmf]х

w

) строятся точки, соответствующие значениям частот или относительных частот ряда, а затем эти точки соединяются прямыми линиями. На рис. 2.2.1 показан полигон частот для ряда, представленного табл. 2.1.1.
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Рис. 2.2.1. Полигон частот дискретного вариационного ряда

Гистограмма — это диаграмма, используемая, как правило, для представления интервального вариационного ряда. Наиболее суще​ственное отличие от полигона в том, что частота и относительная частота отображаются не точкой, а прямой, параллельной оси абсцисс на всем интервале. Это объясняется тем, что данная частота (относительная частота) от​носится не к дискретному значению признака, а ко всему интервалу (рис. 2.2.2). Иногда и интервальный ряд изображают в виде полигона. В этом случае значение частоты или относительной частоты для каждого интервала относят к середине интервала.
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Рис. 2.2.2. Гистограмма интервального вариационного ряда

Кумулятивная кривая строится для накопленных частот или накопленных относительных частот, причем по оси ординат откладывают верхнюю границу интервала соответствующего интервального ряда, так что последняя точка кумулятивной кривой всегда отвечает либо количеству наблюдений в выборке, либо единице (рис. 2.2.3).
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Рис. 2.2.3. Кумулятивная кривая накопленных частот

3. Числовые характеристики выборки

К числовым характеристикам обычно относят так называемые средние (центральные) величины и меры, характеризующие разброс данных вокруг средних величин, а также некоторые другие дополнительные параметры, описывающие характер распределения опытных данных.

3.1. Средние величины — это характеристики, обобщенно предста​вляющие одним числом всю выборку. Существует несколько видов средних величин: средняя арифметическая, средняя геометрическая, средняя гармоническая и т. д. Какой из них пользоваться в каждом конкретном случае определяется тем, какое свойство ряда желательно описать данной величиной.

Наиболее распространенной является средняя арифметическая или, как часто говорят, просто средняя. Она представляет собой частное от деления суммы значений всех наблюдений на количество наблюдений:
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	(3.1.1)


Это наиболее общая формула для вычисления средней арифметической.  Однако  при  большом  числе  наблюдений пользоваться ей не очень удобно, поэтому существуют некоторые другие более удобные формулы. В частности, если уже построены вариационные ряды, то среднюю арифметическую можно найти с помощью частот по формулам:
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	(3.1.2)
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или
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	(3.1.3)


где х и хh — соответственно значение признака для дискретного и интервального (центр интервала) ряда.

Для дискретного ряда формулы (3.2) и (3.3) дают точные значения величин 
[image: image33.wmf]x

, а для интервального ряда — приближенные, поскольку предполагают, что все значения наблюдаемой величины совпадают с центром интервала или равномерно распределены вокруг него. Однако чем больше объем выборки, тем ближе приближенное значение к среднему. 

Средняя арифметическая обладает рядом свойств, основными из которых являются следующие.

1. Средняя арифметическая - это такая величина, которая обеспечивает неизменность суммы значений результатов наблюдений, если каждое из них заменить средней арифметической:

	
[image: image34.wmf]x

n

x

x

n

i

n

i

i

=

=

å

å

=

=

1

1


	(3.1.4)


откуда и следует формула (1.7) для определения значения 
[image: image35.wmf]x

. 
2. Сумма отклонений результатов наблюдений от средней ариф​метической равна нулю:
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	(3.1.5)


3. Средняя арифметическая сумм (разностей) двух рядов наблю​дении с одинаковым объемом выборок равна сумме (разности) средних арифметических этих рядов, если исследуемые признаки взаимно со​ответствуют друг другу:
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	(3.1.6)


Последнее свойство обобщается на любое количество рядов.

Средняя арифметическая является важной характеристикой ряда наблюдений. Она показывает наиболее часто встречающееся, наиболее вероятное значение анализируемой величины и подобна матема​тическому ожиданию в теории вероятностей.

Но это не единственная средняя характеристика выборки. Часто в практике приходится прибегать к средней геометрической, которая определяется как корень п - ой степени из произведения всех полученных измерений (наблюдений):
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	(3.1.7)


Часто употребляемыми характеристиками являются также мода и медиана.

Мода (Мо или 
[image: image39.wmf]x
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) — это такое значение признака, которому отве​чает максимум частоты или относительной частоты вариационного ряда. Для дис​кретного   вариационного   ряда   значение   
[image: image40.wmf]x
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 определяется непосредственно из таблицы или по полигону частот (относительных частот). Так, для ряда, представленного табл. 2.1.1, Мо = 
[image: image41.wmf]x
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 = 4.

Для интервального ряда сначала определяют модальный интервал, т. е. интервал, отвечающий наибольшей частоте признака. Обозначим через 
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 начало модального интервала. Через 
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обозначим частоту (относительная частоту) модального, предшествующего и последующего интервалов. Тогда
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	(3.1.8)


или
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	(3.1.8')


Обычно модой пользуются, чтобы установить, например, какая производительность труда, себестоимость продукции, объем ее выпус​ка и т. п. преобладают в данном ряду наблюдении, на данной группе предприятии, в данном районе, в данном году и т. п.

Медиана (Me или 
[image: image47.wmf]x

~

) - значение признака, для которого половина всех наблюдений меньше (соответственно половина больше) этого значения или, иначе говоря, срединное значение признака.

Наиболее просто медиану можно найти по графику кумулятивной кривой накопленных относительных частот, определяя значение 
[image: image48.wmf]x
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, отвечающее величине 
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= 0,5, или ближайшего к нему целому для дискретного целочисленного ряда. 

К вычислению медианы прибегают в том случае, когда надо определять значение признака, которое лежит в середине распределения.

Ассиметрия характеризует симметричность распределения относительно средней арифметической. Оценку ассиметрии по экспериментальным данным можно получить по формуле:
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	(3.1.9)


Часто также вычисляют коэффициент ассиметрии, что позволяет не зависеть от размерности:
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Эксцесс или коэффициент эксцесса характеризуют остроту вершины полигона или гистограммы. Чем больше значение этих величин, тем острее вершина. Оценку эксцесса по экспериментальным данным можно получить по формуле:
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	(3.1.11)


Коэффициент эксцесса определяется по формуле:
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3.2. Меры разброса опытных данных

Средние величины характеризуют всю выборку, при этом такие характеристики даются единственным числом. Степень изменчивости наблюдаемых значений или, как принято говорить, вариация признака такими характеристиками никак не учитывается. Однако на практике небезразлично, как разбросаны значения измеряемых величин. Средняя арифметическая характеризует только центр рассеивания опытных данных. Нужны еще какие-то меры, которые характеризовали бы рассеяние этих данных вокруг центра. Таких мер существует несколько.

Простейшей  из  них  является  вариационный  размах
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	3.2.1


Эта величина легко вычисляется, поэтому ею часто пользуются на практике. 

Однако эта характеристика, опираясь только на два крайних зна​чения из всего ряда наблюдений, не учитывает, как расположены внутри этого интервала остальные значения. Поэтому чаще используются более эффективные меры для оценки рассеивания. Выборочная дисперсия является наиболее важной из них и равна
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	(3.2.2)


- для неранжированного ряда или
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	(3.2.3)


- для ранжированного ряда.

Дисперсия полно характеризует меру рассеивания измеренных значений вокруг средней арифметической. Чем меньше дисперсия, тем теснее группируются данные около центра рассеивания.

Дисперсия и средняя арифметическая имеют разные размерности, что создает затруднения при практических оценках. Поэтому часто прибегают к выборочному стандартному отклонению:
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	3.2.4


- для неранжированного ряда или
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	3.2.5


- для ранжированного ряда.

Достаточно удобной величиной, дающей возможность оценить ме​ру рассеивания, является выборочный коэффициент вариации, определяемый либо в относительных значениях, либо в процентах:
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Для вычислений величин 
[image: image60.wmf]2
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 и v можно пользоваться либо приведенными выше формулами (3.2.2) - (3.2.3), либо формулами, которыми значительно удобнее пользоваться на практике:
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4. Законы распределения дискретных и непрерывных случайных величин

4.1. Общие определения.

Законом распределения вероятностей дискретной случайной величины называют соответствие между возможными значениями измеряемой величины (признака) и вероятно​стью, с которой это значение появляется в результате проведения из​мерений; его можно задать таблично, аналитически (в виде формулы) и графически. 

Для непрерывных случайных величин закон распределения обычно задаётся в двух формах: в виде интегрального и дифференциального законов распределения.

Интегральным законом распределения F(x) называют функ​цию, показывающую вероятность того, что случайная величина Х при​мет значение, меньше некоторой неслучайной величины х.
	F(x)=p(X<x)
	(4.1.1)


Интегральный закон распределения обладает следующими свойст​вами:

1. F(x) — есть функция, определенная на всем диапазоне измене​ния х от 
[image: image63.wmf]¥
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2. F(x) — есть неотрицательная, возрастающая, монотонная функция, изменяющаяся в пределах от 0 до 1: 0 < F{x) < 1.

3. F(
[image: image65.wmf]¥
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) =0, F(
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) =1.

Дифференциальной функцией распределения  f(x) называют первую производную от интегральной функции:
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Это и есть дифференциальная функция или закон распределения, или так называемая плотность вероятности.
Графически плотность вероятности изображается в виде кривой распределения. 

Плотность вероятности f(x) обладает следующими основными свойствами:
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Интегральная и дифференциальная функции распределения связа​ны между собой соотношением
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4.2. Характеристика основных законов распределения

Биноминальное распределение. Для такого распределения ха​рактерно следующее: пусть проводится п независимых испытаний, в которых вероятность появления некоторого события равна р, а веро​ятность его не появления q = 1 - р . При этом вероятность р не изме​няется от опыта к опыту. Тогда вероятность того, что в п испытаниях событие появится ровно т раз (
[image: image72.wmf]n
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), определяется выражением 
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Это выражение является формулой Бернулли, определяющей  закон биноминального распределения. Если случайная вели​чина Х подчинена этому закону, то её числовые характеристики опре​деляются выражениями:
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Биноминальное распределение описывает распределение случай​ных дискретных величин и зависит от двух параметров - n и p. Ему подчинены случайные величины, опи​сывающие события, имеющие только два возможных исхода: на​пример, число бракованных изделий в выборках из партий продукции больших размеров и т. п.

Распределение Пуассона. Этому закону подчинено случайное число событий т, происходящих за определенные промежутки време​ни при условии, что эти события независимы друг от друга. При этом средняя интенсивность их появления постоянна, а вероятность их по​явления р достаточно мала.

Формула Пуассона имеет вид:
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где рm— вероятность появления ровно т событий; а = пр = const — среднее количество появлений событий за промежуток времени 
[image: image76.wmf]t
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Очень часто в качестве параметра для такого закона распределения используют среднюю плотность потока событий 
[image: image77.wmf]l

. В этом случае 
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Числовые характеристики этого распределения определяются сле​дующими выражениями:
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Данное распределение хорошо описывает число отказов машин и оборудования, работающих независимо друг от друга; количество де​талей или изделий, поступающих на контроль и т. п.

Равномерное распределение. Случайная непрерывная величина X распределена равномерно на отрезке [a; b], если на этом отрезке плотность вероятности постоянна, а вне отрезка равна нулю:
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Величина с определяется из соотношения:
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Числовые характеристики случайной величины Х , имеющей рав​номерное распределение, определяются по формулам:
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Показательное распределение. Случайная непрерывная величина распределена по показательному закону, если плотность вероятности определяется зависимостью
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Интегральная функция распределения для этого закона имеет вид:
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Числовые характеристики этого закона распределения:
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Такое распределение наблюдается обычно при изучении сроков службы различных устройств как механических, так в особенности электронных, а также продолжительности работ при устранении от​казов, поломок и неисправностей станков и оборудования.

Гауссово распределение. В практике проведения экономиче​ских исследований наиболее часто встречается именно гауссовый (в ранее изданной литературе он часто называется нормальный) закон распределения, поэтому данный закон имеет важнейшее значение в теории математической статистики.

Гауссовый закон распределения с 
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 и стандартным отклонением, равным 
[image: image88.wmf]s

, зада​ется либо плотностью вероятности
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либо в виде интегральной функции распределения
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Для гауссового закона распределения асимметрия равна нулю (As = 0, 
[image: image91.wmf]As
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= 0), эксцесс Эх = 
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, а коэффициент эксцесса 
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. Отсюда, в частности, вытекает возможность оценок асимметрии и экс​цесса эмпирических распределений. По значениям As, 
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можно в определенной мере судить, насколько эмпирическое распре​деление близко к гауссовому.

Функция f(x) обладает следующими свойствами:

1. Функция определена на всей оси х.
2. При всех значениях х функция принимает положительные зна​чения.

3. Предел функции при неограниченном возрастании х (по абсо​лютной величине) равен нулю, т.е. ось Oх является горизонтальной асимптотой графика.

4. При х = а функция имеет максимум, равный 
[image: image96.wmf]p
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.
5. График функции симметричен относительно прямой х = а.
6. Точки графика, соответствующие х =а-(  и х= а+(, являют​ся точками перегиба.

Распределение 
[image: image97.wmf]2
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. Пусть Xi (i=1,2,....,n) —независимые случай​ные величины, распределенные по гауссовскому закону, причем м. о. каждой из них равно нулю, а с. к . о. — единице. Тогда сумма квадра​тов этих величин
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распределена по закону 
[image: image99.wmf]2

c

 (''хи квадрат") с k = n степенями свободы. Плотность этого распределения
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где Г (х) = 
[image: image101.wmf]ò
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гамма-функция, в частности, Г(п+1)=п!
Распределение 
[image: image102.wmf]2

c

 определяется одним параметром — числом степеней свободы k. С увеличением числа k распределение медленно приближается к гауссовому.

t - распределения Стьюдента. Пусть Z — гауссовая случайная величина с м.о., равным нулю, и с. к. о., равным единице, а V — неза​висимая от Z величина, которая распределена по закону 
[image: image103.wmf]2
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 с k степенями свободы. В этом случае величина
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имеет распределение, называемое t- распределением Стьюдента с k степенями свободы. С возрастанием числа степеней свободы распределение Стьюдента быстро приближается к гауссовому.

Распределение Фишера-Снедекора (F). Если U и V — незави​симые случайные величины, распределенные по закону 
[image: image105.wmf]2

c

 со степенями свободы k1 и k2, то случайная величина
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имеет распределение, называемое F- распределением Фишера-Снедекора со степенями свободы k1 и k2.
4. Вероятность попадания в заданный интервал нормально 

распределенной случайной величины. Функция Лапласа. 

4.1. Нормированная случайная величина

Отклонение случайной величины от ее математического ожидания, иначе говоря, разность между случайной величиной и ее матема​тическим ожиданием называется центрированной случайной ве​личиной
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Центрированная случайная величина обладает двумя следующими важными свойствами.

1. Математическое ожидание центрированной случайной величи​ны равно нулю:
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2. Дисперсия центрированной случайной величины равна дисперсии самой случайной величины:
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Нормированная случайная величина (z) есть центрированная случайная величина, измеренная в масштабе стандартных отклонений 
[image: image110.wmf]s
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Нормированная случайная величина также
отличается двумя свойствами:
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Гауссово распределение с произвольными параметрами 
[image: image113.wmf]a

 и 
[image: image114.wmf]s

 определяемое формулой 
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называется общим. Нормированным называют гауссово распределение с параметрами 
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 и 
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Таким образом, общий гауссовый закон распределения можно записать как закон для нормированной случайной величины 
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определяются формулами: 
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4.2. Функция Лапласа. Правило трех сигм

Вероятность попадания нормированной случайной величины Z в интервал (0; х) можно найти, пользуясь функцией Лапласа

	
[image: image121.wmf]ò

-

p

=

F

x

z

dz

e

)

x

(

0

2

2

2

1


	4.2.1


Действительно,
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Учитывая, что функция f(z) является чётной и 
[image: image123.wmf]ò
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Функция Лапласа Ф(х) обладает следующими свойствами:

1) 
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Таблицы функции Лапласа Ф(х) можно найти практически в любом учебнике по теории вероятностей. С помощью этой функции вероятность попадания случайной величины X, распределенной по закону Гаусса и имеющей математическое ожидание 
[image: image129.wmf]m

 и стандартное отклонение равное 
[image: image130.wmf]s

, в заданный интервал от 
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a

  

до

  

 выражается простой формулой:
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Наиболее просто выражается через функцию Лапласа вероятность попадания гауссовой случайной величины Х на участок длиной 
[image: image133.wmf]l
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, симметричный относительно своего математического ожидания 
[image: image134.wmf]m

, а именно, принимая во внимание нечетность функции Лапласа:
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Преобразуем формулу (4.2.5), положив 
[image: image136.wmf]s
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Если 
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т.е. вероятность того, что отклонение по абсолютной величине будет меньше утроенного стандартного отклонения, равна 0,9978. Это означает, что лишь в 0,27% случаев абсолютная величина отклонения превысит утроенное стандартное отклонение.

Такие события можно считать практически невозможными. В этом и состоит сущность правила трех сигм: если случайная величина распределена по закону Гаусса, то абсолютная величина ее отклонения от математического ожидания не превосходит утроенного стандартного  отклонения.
На практике правило трех сигм применяют так: если распределение изучаемой случайной величины неизвестно, но условие, указанное в приведенном правиле, выполняется, то есть основание предполагать, что изучаемая величина распределена по закону Гаусса. В противном случае таких оснований нет.

5. Статистические оценки параметров распределения.

5.1. Несмещенные и состоятельные оценки.
Пусть требуется изучить количественный признак ге​неральной совокупности. Допустим, что из теоретических соображений удалось установить, какое именно распре​деление имеет признак. Естественно возникает задача оценки параметров, которыми определяется это распре​деление. Например, если наперед известно, что изучаемый признак распределен в генеральной совокупности нормаль​но, то необходимо оценить (приближенно найти) математи​ческое ожидание и стандартное отклонение, так как эти два параметра полностью определяют нормаль​ное распределение; если же есть основания считать, что признак имеет, например распределение Пуассона, то необходимо оценить параметр 
[image: image141.wmf]a

, которым это распреде​ление определяется.

Обычно в распоряжении исследователя имеются лишь данные выборки, например, значения количественного признака 
[image: image142.wmf]n
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, полученные в результате п наблю​дений (здесь и далее наблюдения предполагаются незави​симыми). Через эти данные и выражают оцениваемый параметр.

Рассматривая 
[image: image143.wmf]n
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 как независимые случайные величины 
[image: image144.wmf]n
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 можно сказать, что найти стати​стическую оценку неизвестного параметра теоретического распределения — это значит найти функцию от наблюдае​мых случайных величин, которая и дает приближенное значение оцениваемого параметра. Например, для оценки математического ожидания нормального распределения служит функция (среднее ариф​метическое наблюдаемых значений признака)
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Итак, статистической оценкой неизвестного параметра теоретического распределения называют функцию от наблюдаемых случайных величин.

Для того чтобы статистические оценки давали «хоро​шие» приближения оцениваемых параметров, они должны удовлетворять определенным требованиям.

Пусть 
[image: image146.wmf]*

q

 есть статистическая оценка неизвестного па​раметра 
[image: image147.wmf]q

 теоретического распределения. Допустим, что по выборке объема п найдена оценка 
[image: image148.wmf]*
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. Повторим опыт, т. е. извлечем из генеральной совокупности другую выбор​ку того же объема и по ее данным найдем оценку 
[image: image149.wmf]*
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. Пов​торяя опыт многократно, получим числа 
[image: image150.wmf]*
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, которые, вообще говоря, будут различны между собой. Таким образом, оценку 
[image: image151.wmf]*
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 можно рассматривать как слу​чайную величину, а числа 
[image: image152.wmf]*
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 — как ее воз​можные значения.

Представим себе, что оценка 
[image: image153.wmf]*
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 дает приближенное зна​чение 
[image: image154.wmf]q

 с избытком; тогда каждое, найденное по данным выборок, число 
[image: image155.wmf]*
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) будет больше истинного значения 
[image: image157.wmf]q

. Ясно, что в этом случае и математическое ожи​дание (среднее значение) случайной величины 
[image: image158.wmf]*
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 будет больше, чем 
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, т. е.
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. Очевидно, что если 
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 дает оценку с недостатком, то 
[image: image162.wmf]q
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Таким образом, использование статистической оценки, математическое ожидание которой не равно оцениваемому параметру, привело бы к систематическим (одного знака) ошибкам. По этой причине естественно потребовать, чтобы математическое ожидание оценки 
[image: image163.wmf]*
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 было равно оценива​емому параметру. Хотя соблюдение этого требования не устранит ошибок (одни значения 
[image: image164.wmf]*
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 больше, а другие мень​ше 
[image: image165.wmf]q

), однако ошибки разных знаков будут встречаться одинаково часто. Иными словами, соблюдение требований 
[image: image166.wmf]q
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 гарантирует от получения систематических ошибок.

Несмещенной называют статистическую оценку 
[image: image167.wmf]*

q

, математическое ожидание которой равно оцениваемому параметру 
[image: image168.wmf]q

 при любом объеме выборки, т. е.
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Смещенной называют оценку, математическое ожидание которой не равно оцениваемому параметру.

При рассмотрении выборок большого объема (
[image: image170.wmf]n

 вели​ко!) к статистическим оценкам предъявляется требование состоятельности.

Состоятельной называют статистическую оценку, которая при 
[image: image171.wmf]¥
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 стремится по вероятности к оцениваемому параметру. Например, если дисперсия несмещенной оцен​ки при 
[image: image172.wmf]¥
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 стремится к нулю, то такая оценка оказывает​ся и состоятельной.

5.2. Оценка математического ожидания случайной величины по выборочной средней

Пусть из генеральной совокупности (в результате независимых наблюдений над количественным признаком Х) извлечена выборка объема 
[image: image173.wmf]n

со значениями признака 
[image: image174.wmf]n
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. Пусть математическое ожидание 
[image: image175.wmf]a

случайной величины Х неизвестно и требуется оценить его по данным выборки. В качестве оценки примем выборочную среднюю
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Покажем, что 
[image: image177.wmf]x

есть несмещенная оценка, т.е. покажем, что 
[image: image178.wmf]a
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. Будем рассматривать 
[image: image179.wmf]x

как случайную величину 
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, а 
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, как независимые, одинаково распределённые случайные величины 
[image: image182.wmf]n
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. Поскольку эти величины одинаково распределены, то они имеют одинаковые числовые характеристики, в частности одинаковое математическое ожидание. Приняв во внимание, что каждая из величин 
[image: image183.wmf]n
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 имеет то же распределение, что и генеральная совокупность (которую мы также рассматриваем как случайную величину Х), заключаем, что и числовые характеристики этих величин и генеральной совокупности одинаковы. В частности, математическое ожидание и дисперсия каждой из величин равно математическому ожиданию 
[image: image184.wmf]a

и дисперсии 
[image: image185.wmf]DX

 признака Х. Тогда имеем
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Тем самым доказано, что выборочная средняя есть несмещенная оценка математического ожидания случайной величины.

Покажем, что выборочная средняя является и состоятельной оценкой математического ожидания. Используя свойства дисперсии, известные по курсу теории вероятности, имеем
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Легко видеть, что при 
[image: image188.wmf]¥
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 дисперсия 
[image: image189.wmf]0
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. Следовательно, выборочная средняя является еще и состоятельной оценкой математического ожидания.

5.3. Оценка дисперсии случайной величины по исправленной выборочной дисперсии

Сначала покажем, что выборочная дисперсия 
[image: image190.wmf]2
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не является несмещённой оценкой дисперсии 
[image: image191.wmf]DX

случайной величины Х.

Пусть из генеральной совокупности (в результате независимых наблюдений над количественным признаком Х) извлечена выборка объема 
[image: image192.wmf]n

со значениями признака 
[image: image193.wmf]n
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Будем рассматривать 
[image: image194.wmf]n
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, как независимые, одинаково распределённые случайные величины. Поскольку эти величины одинаково распределены, то они имеют одинаковые числовые характеристики, в частности одинаковое математическое ожидание 
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Положим 
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В силу независимости при 
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Имеем
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Вычислим
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Тогда 
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Математическое ожидание выборочной дисперсии 
[image: image204.wmf]2
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s

 не равно дисперсии 
[image: image205.wmf]2

x
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 исследуемой случайной величины Х, следовательно, выборочная дисперсия не является несмещенной оценкой дисперсии. Легко "исправить" выборочную дисперсию так, чтобы её математическое ожидание было равно дисперсии случайной величины. Для этого достаточно умножить 
[image: image206.wmf]2
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 на дробь 
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. Сделав это, получим "исправленную" дисперсию, которую будем обозначать через 
[image: image208.wmf]2
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Исправленная дисперсия является, конечно, несмещённой оценкой дисперсии генеральной совокупности. Действительно,
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Для оценки стандартного отклонения генеральной совокупности используют "исправленное" стандартное отклонение, которое равно квадратному корню из исправленной дисперсии: 
[image: image211.wmf]2

s

s

=

. "Исправленное" стандартное отклонение не является несмещенной оценкой. 

Сравнивая формулы для выборочной дисперсии и "исправленной" дисперсии можно увидеть, что они отличаются друг от друга только знаменателями. Очевидно, что при достаточно больших значениях 
[image: image212.wmf]n

 объёма выборки, выборочная и исправленная дисперсии различаются мало. На практике пользуются исправленной дисперсией, если примерно 
[image: image213.wmf]30
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5.4. Точечные и интервальные оценки.


Точечной называют оценку, которая определяется одним числом. Все оценки, рассмотренные выше - точечные. При выборке малого объема точечная оценка может значительно отличаться от оцениваемого параметра, т.е. приводить к грубым ошибкам. По этой причине при небольшом объеме выборки следует пользоваться интервальными оценками.


Интервальной называют оценку, которая определяется двумя числами - концами интервала. Интервальные оценки позволяют установить точность и надёжность оценок.


Пусть найденная по данным выборки, статистическая характеристика 
[image: image214.wmf]*

q

 служит оценкой неизвестного параметра 
[image: image215.wmf]q

. Будем считать 
[image: image216.wmf]q

 постоянным числом. Ясно, что 
[image: image217.wmf]*

q

 тем точнее определяет параметр 
[image: image218.wmf]q

, чем меньше абсолютная величина разности 
[image: image219.wmf]*
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. Другими словами, если 
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 и 
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, то чем меньше 
[image: image222.wmf]d

, тем оценка точнее. Таким образом, положительное число 
[image: image223.wmf]d

 характеризует точность оценки.


Однако, статистические методы не позволяют категорически утверждать, что оценка 
[image: image224.wmf]*

q

 удовлетворяет неравенству 
[image: image225.wmf]d
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; можно лишь говорить о вероятности 
[image: image226.wmf]g

, с которой это неравенство осуществляется.


Надежностью (доверительной вероятностью) оценки 
[image: image227.wmf]q

 по 
[image: image228.wmf]*
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 называют вероятность 
[image: image229.wmf]g

, с которой осуществляется неравенство 
[image: image230.wmf]d
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. Обычно надежность оценки задается наперед, причем в качестве 
[image: image231.wmf]g

 берут число, близкое к единице. Наиболее часто задают надежность, равную 0.95; 0.99 и 0.999.


Пусть вероятность того, что 
[image: image232.wmf]d
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 равна 
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Заменив неравенство 
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 равносильным ему двойным неравенством 
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имеем
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Это соотношение следует понимать так: вероятность того, что интервал 
[image: image239.wmf](
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 заключает в себе (покрывает) неизвестный параметр 
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 равна 
[image: image241.wmf]g

.


Доверительным называют интервал 
[image: image242.wmf](
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, который покрывает неизвестный параметр с заданной надежностью 
[image: image243.wmf]g

.

5.5. Доверительные интервалы для оценки математического ожидания нормального распределения при известном 
[image: image244.wmf]s


Пусть количественный признак Х генеральной совокуп​ности распределен нормально, причем стандартное отклонение 
[image: image245.wmf]s

 этого распределения известно. Тре​буется оценить неизвестное математическое ожидание 
[image: image246.wmf]a

 по выборочной средней 
[image: image247.wmf]x

. Поставим своей задачей найти доверительные интервалы, покрывающие параметр 
[image: image248.wmf]a

с надежностью 
[image: image249.wmf]g

.
Будем рассматривать выборочную среднюю 
[image: image250.wmf]x

 как слу​чайную величину Х (
[image: image251.wmf]x

 изменяется от выборки к выборке) и выборочные значения признака 
[image: image252.wmf]n
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 как оди​наково распределенные независимые случайные величины 
[image: image253.wmf]n
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 (эти числа также изменяются от выборки к выборке). Другими словами, математическое ожидание каждой из этих величин равно 
[image: image254.wmf]a

и стандартное отклонение — 
[image: image255.wmf]s

.

Примем без доказательства, что если случайная ве​личина Х распределена нормально, то выборочная средняя X, найденная по независимым наблюдениям, также рас​пределена нормально. Параметры распределения 
[image: image256.wmf]X

 та​ковы:
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Потребуем, чтобы выполнялось соотношение


[image: image258.wmf](
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где 
[image: image259.wmf]g

 — заданная надежность.

Пользуясь формулой
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заменив 
[image: image261.wmf]X

 через 
[image: image262.wmf]X

 и 
[image: image263.wmf]s

 через 
[image: image264.wmf](
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где 
[image: image266.wmf]s
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Найдя из последнего равенства 
[image: image267.wmf]n

t

s

=

d

, можем написать
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Приняв во внимание, что вероятность Р задана и равна 
[image: image269.wmf]g

, окончательно имеем (чтобы получить рабочую формулу выборочную среднюю вновь обозначим через 
[image: image270.wmf]x

):
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Смысл полученного соотношения таков: с надежностью 
[image: image272.wmf]g

 можно утверждать, что доверительный интервал


[image: image273.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

s

+

s

-

n

t

x

,

n

t

x

   


покрывает неизвестный параметр 
[image: image274.wmf]a

; точность оценки 
[image: image275.wmf]n
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Итак, поставленная выше задача полностью решена. Укажем еще, что число 
[image: image276.wmf]t

 определяется из равенства 
[image: image277.wmf](
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; по таблице функции Лапласа находят аргумент 
[image: image279.wmf]t

, которому соответствует зна​чение функции Лапласа, равное 
[image: image280.wmf]2
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.

Если требуется оценить математическое ожидание с наперед заданной точностью 
[image: image281.wmf]d

 и надежностью 
[image: image282.wmf]g

 то минимальный объем выборки, который обеспечит эту точность, находят по формуле
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5.6. Доверительные интервалы для оценки математического ожидания нормального распределения при неизвестном 
[image: image284.wmf]s


Пусть количественный признак Х генеральной совокупности распределен нормально, причем стандартное отклонение 
[image: image285.wmf]s

 неизвестно. Требуется оценить неизвестное математическое ожидание 
[image: image286.wmf]a

 при помощи доверительных интервалов. Разумеется, невозможно воспользоваться результатами предыдущего раздела, в котором 
[image: image287.wmf]s

 предполагалось известным.

Ранее было указано, что если 
[image: image288.wmf]-
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нормальная величина, причем 
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независимая от 
[image: image292.wmf]Z

 величина, распределенная по закону 
[image: image293.wmf]2
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 с 
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степенями свободы, то величина
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распределена по закону Стьюдента с k степенями свободы.

Пусть количественный признак Х генеральной совокупности распределен нормально, причем 
[image: image296.wmf](
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. Если из этой совокупности извлекать выборки объема п и по ним находить выборочные средние, то можно доказать, что выборочная средняя распределена нормально, причем 
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Тогда случайная величина
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также имеет нормальное распределение, как линейная функция нормального аргумента 
[image: image299.wmf]B
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, причем 
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Доказано, что независимая от Z случайная величина
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(
[image: image303.wmf]-
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исправленная выборочная дисперсия) распределена по закону 
[image: image304.wmf]2
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 с 
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 степенями свободы.

Следовательно, подставив (5.6.2) и (5.6.3) в (5.6.1) получим величину
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которая распределена по закону Стьюдента с 
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 степенями свободы; здесь 
[image: image308.wmf]X

выборочная средняя, 
[image: image309.wmf]S

«исправленное» стандартное отклонение, 
[image: image310.wmf]-
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объем выборки. 

Распределение Стьюдента определяется параметром 
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объемом выборки (или, что то же, числом степеней свободы 
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 и не зависит от неизвестных параметров 
[image: image313.wmf]a

и 
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; эта особенность является его большим достоинством).

Тогда
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Заменив неравенство в круглых скобках равносильным ему двойным неравенством, получим
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Итак, пользуясь распределением Стьюдента, мы нашли доверительный интервал 
[image: image317.wmf]n

s

t

x

,

n

s

t

x

g

g

+

-

   

покрывающий неизвестный параметр 
[image: image318.wmf]a

 с надежностью 
[image: image319.wmf]g

. Здесь случайные величины 
[image: image320.wmf]X

 и 
[image: image321.wmf]S

 заменены неслучайными величинами 
[image: image322.wmf]x

 и 
[image: image323.wmf]s

, найденными по выборке. По таблице, по заданным 
[image: image324.wmf]n

 и 
[image: image325.wmf]g

 можно найти 
[image: image326.wmf]g
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5.7. Оценки вероятности события

Пусть некоторое событие происходит в результате единичного испы​тания с вероятностью Р, которая нам неизвестна. Однако ситуация позволяет многократно повторить испытание и подсчитать, сколько раз произошло указанное событие. Более точно: пусть произведено п испытаний, в которых событие произошло m раз. Здесь в отличие от предыдущих рассмотрении исходными данными для анализа будут всего два числа — п и m.

Задача, которую мы будем рассматривать, заключается в отыс​кании оценки неизвестной вероятности Р по имеющимся данным n, m и доверительной вероятности 
[image: image327.wmf]g


Точечная оценка
Не вызывает сомнений, что точечная оценка 
[image: image328.wmf]P
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 вероятности Р опре​деляется следующим соотношением:
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Докажем несмещенность и состоятельность этой оценки.

При любом фиксированном п величина т является случайной величиной с биномиальным законом распределения:

Напомним, что в этом случае
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Докажем несмещенность оценки 
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Теперь вычислим величину 
[image: image333.wmf]P
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Таким образом,
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что доказывает состоятельность точечной оценки 
[image: image336.wmf]P
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Интервальная оценка

Между биноминальным и нормальным распределениями существует простая связь. При достаточно больших значениях 
[image: image337.wmf]n

справедлива следующая приближенная формула:
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Эта формула называется формулой Муавра-Лапласа. Ее можно применять для вычисления вероятностей, связанных с биноминальным распределением, при выполнении условий
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Будем считать, что в нашем случае данные условия выполнены. Тогда можно найти границы довери​тельного интервала 
[image: image340.wmf])
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 методом, сходным с методом вычисле​ния доверительного интервала для математического ожидания нор​мального распределения. Выпишем сразу результат:
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где 
[image: image342.wmf]g
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решение уравнения
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Пример. Из 200 случайным образом отобранных изделий не​которой фирмы 10 оказались бракованными. Найти доверительный интервал, содержащий с надежностью 
[image: image344.wmf]g

 = 0,99 долю бракованных изделий среди всей продукции фирмы.

Решение. Здесь
п = 200,   т =10, 
[image: image345.wmf]g

= 0,99.

Применяя формулы (5.7.3), (5.7.1), (5.7.2)  получаем, что
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(напомним, что это значение находится по таблице),
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(это точечная оценка),
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[image: image349.wmf]09
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Таким образом, доверительный интервал оказался следующим: (0.01; 0.09). Иными словами, с доверительной вероятностью 0.99 до​ля бракованных изделий лежит в промежутке между 1% и 9%.

6. Проверка статистических гипотез 

6.1. Статистическая гипотеза. Нулевая и конкурирующая, простая и сложная гипотезы

Часто необходимо знать закон распределения генераль​ной совокупности. Если закон распределения неизвестен, но имеются основания предположить, что он имеет опре​деленный вид (назовем его А), выдвигают гипотезу: ге​неральная совокупность распределена по закону А. Та​ким образом, в этой гипотезе речь идет о виде предполагаемого распределения.

Возможен случай, когда закон распределения известен, а его параметры неизвестны. Если есть основания пред​положить, что неизвестный параметр 
[image: image350.wmf]q

 равен определенному значению 
[image: image351.wmf]0

q

, выдвигают гипотезу: 
[image: image352.wmf]0

q

=

q

. Таким образом, в этой гипотезе речь идет о предполагаемой величине  параметра одного известного рас​пределения.

Возможны и другие гипотезы: о равенстве параметров двух или нескольких распределений, о независимости выборок и многие другие.

Статистической называют гипотезу о виде неизвест​ного распределения, или о параметрах известных распре​делений.

Например, статистическими будут гипотезы:

1) генеральная совокупность распределена по закону Пуассона;

2) дисперсии двух нормальных совокупностей равны между собой.

В первой гипотезе сделано предположение о виде неиз​вестного распределения, во второй - о параметрах двух известных распределений.

Гипотеза «в 1980 г. не будет войны» не является стати​стической, поскольку в ней не идет речь ни о виде, ни о параметрах распределения.

Наряду с выдвинутой гипотезой рассматривают и про​тиворечащую ей гипотезу. Если выдвинутая гипотеза будет отвергнута, то имеет место противоречащая гипотеза. По этой причине эти гипотезы целесообразно различать. Нулевой (основной) называют выдвинутую гипотезу 
[image: image353.wmf]0

H

. Конкурирующей (альтернативной) называют гипотезу 
[image: image354.wmf]1

H

, которая противоречит нулевой.

Например, если нулевая гипотеза состоит в предполо​жении, что математическое ожидание а нормального рас​пределения равно 10, то конкурирующая гипотеза, в част​ности, может состоять в предположении, что 
[image: image355.wmf]10
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. Ко​ротко это записывают так:
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Различают гипотезы, которые содержат только одно и более одного предположений.

Простой называют гипотезу, содержащую только одно предположение. Например, если 
[image: image357.wmf]l

параметр показатель​ного распределения, то гипотеза 
[image: image358.wmf]5
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 простая. Ги​потеза 
[image: image359.wmf]:
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математическое ожидание нормального рас​пределения равно 3 (
[image: image360.wmf]s

 известно) - простая.

Сложной называют гипотезу, которая состоит из конеч​ного или бесконечного числа простых гипотез. Например, сложная гипотеза 
[image: image361.wmf]5
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 состоит из бесчисленного мно​жества простых вида 
[image: image362.wmf]i

i

b

:

H

=

l

, где 
[image: image363.wmf]i
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любое число, большее 5. Гипотеза 
[image: image364.wmf]:
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математическое ожидание нор​мального распределения равно 3 (
[image: image365.wmf]s

 неизвестно) - слож​ная.

6.3. Статистический критерий проверки нулевой гипотезы. Наблюдаемое значение критерия

Для проверки нулевой гипотезы используют специаль​но подобранную случайную величину, точное или при​ближенное распределение которой известно. Эту вели​чину обозначают через U или Z, если она распределена нормально, F или v2 - по закону Фишера - Снедекора, Т - по закону Стьюдента, 
[image: image366.wmf]2

C

 - по закону «хи квадрат» и т. д. Поскольку в данном разделе вид распределения во внимание приниматься не будет, обозначим эту величину, в целях общности, через К.
Статистическим критерием (или просто критерием) называют случайную величину К, которая служит для проверки нулевой гипотезы.

Например, если проверяют гипотезу о равенстве дис​персий двух нормальных генеральных совокупностей, то в качестве критерия К принимают отношение исправленных выборочных дисперсий:


[image: image367.wmf]2
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Эта величина случайная, потому что в различных опытах дисперсии будут принимать различные, наперед неизвест​ные значения и распределена по закону Фишера — Снедекора.

Для проверки гипотезы по данным выборок вычисляют частные значения входящих в критерий величин, и таким образом получают частное (наблюдаемое) значение кри​терия.

Наблюдаемым значением 
[image: image368.wmf]набл
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 назначают значение критерия, вычисленное по выборкам.

Например, если по двум выборкам, извлеченным из нормальных генеральных совокупностей, найдены исправ​ленные выборочные дисперсии 
[image: image369.wmf]20
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 и 
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, то наблю​даемое значение критерия F
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6.3. Критическая область. Область принятия гипотезы. Критические точки

После выбора определенного критерия, множество всех его возможных значений 
[image: image372.wmf]W

 разбивают на два непересекаю​щихся подмножества: одно из них 
[image: image373.wmf]S

содержит значения кри​терия, при которых нулевая гипотеза отвергается, а дру​гое — при которых она принимается исходя из следующих предположений: если нулевая гипотеза 
[image: image374.wmf]0

H

 верна, то наступление события 
[image: image375.wmf]S
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 маловероятно. Записывается это так:
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Иными словами, вероятность события 
[image: image377.wmf]S
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 при условии, что верна гипотеза 
[image: image378.wmf]0

H

, равна близкому к нулю числу 
[image: image379.wmf]a

. Это число 
[image: image380.wmf]a

 называется уровнем значимости гипотезы 
[image: image381.wmf]0
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, а область 
[image: image382.wmf]S

 - критической областью гипотезы 
[image: image383.wmf]0
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.

Областью принятия гипотезы (областью допустимых значений) называют совокупность значений критерия, при которых гипотезу принимают.

Основной принцип проверки статистических гипотез можно сформулировать так: если наблюдаемое значение критерия принадлежит критической области — гипотезу отвергают, если наблюдаемое значение критерия принад​лежит области принятия гипотезы — гипотезу принимают.

Будем считать, что если событие  
[image: image384.wmf]S
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 все-таки произошло, то гипотеза 
[image: image385.wmf]0

H

 отвергается. При этом, разумеется, можно допустить ошибку, заключающуюся в том, что гипотеза 
[image: image386.wmf]0

H

 отвергается, хотя она верна. Это так называемая ошибка первого рода. Ее вероятность равна 
[image: image387.wmf]a

.


Возможна и ошибка второго рода, которая состоит в том, что гипотеза 
[image: image388.wmf]0

H

 принимается, хотя она и неверна, а верна одна из альтернативных гипотез. В случае, когда альтернативная гипотеза 
[image: image389.wmf]1
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 единственна и при этом однозначно определено вероятностное распределение критерия на 
[image: image390.wmf]W

, можно вычислить вероятность 
[image: image391.wmf]b

 ошибки второго рода (в предположении, что верна гипотеза 
[image: image392.wmf]1

H

):
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Пример. Крупная партия товара может содержать дефект​ные изделия. Поставщик полагает, что их доля составляет 3%. по​купатель — 20%. Достигнута следующая договоренность: поставка состоится, если при проверке 10 случайно отобранных изделий будет обнаружено не более одного дефектного.

Сформулируйте нулевую и альтернативную гипотезы. Опреде​лите критическую область и область принятия нулевой гипотезы. Сформулируйте, в чем состоят ошибки первого и второго рода. Най​дите их вероятности.

Решение. Если смотреть на ситуацию с точки зрения покупателя, то нулевой гипотезой 
[image: image394.wmf]0

H

 следует, по-видимому, считать гипотезу о 20% дефектных изделий. Альтернативная гипотеза 
[image: image395.wmf]1

H

 соответствует версии поставщика — дефектных изделий 3%.

Поскольку отбирается 10 изделий и затем фиксируется число де​фектных, то множеством всевозможных результатов испытаний бу​дет:
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так как может оказаться 0, 1, 2, .... 10 дефектных изделий. По условиям поставки гипотеза покупателя отвергается в случае 
[image: image397.wmf]1

£

K

, так что критическая область такова:
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Соответственно область принятия нулевой гипотезы:

{2.3,...., 10}.

Ошибка первого рода состоит, напомним, в следующем: нулевая гипотеза отвергается, хотя она верна. В данном случае это означает: партия закупается, хотя в ней 20% дефектных изделий,

Ошибка второго рода состоит в принятии нулевой гипотезы, в то время как верна альтернативная. Это означает, что поставка не со​стоится, хотя в партии лишь 3% дефектных изделий.

Найдем теперь вероятности этих ошибок.

Если нулевая гипотеза 
[image: image399.wmf]0
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 верна, то вероятность того, что одно случайно выбранное изделие окажется дефектным, составляет 0.2.

Ошибка первого рода произойдет, если из 10 изделий дефектным будет не более чем одно (т. е. 0 либо 1).

Заметим, что в случае истинности гипотезы 
[image: image400.wmf]0
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 число дефектных изделий 
[image: image401.wmf]K

 является биномиальной случайной величиной 
[image: image402.wmf](
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Теперь можно вычислить вероятность 
[image: image405.wmf]a

 ошибки первого рода:
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Если верна альтернативная гипотеза 
[image: image407.wmf]1

H

, то вероятность выбрать дефектное изделие составляет 0,03. Ошибка второго рода произо​шла, если из 10 изделий дефектными окажутся два или более.

В случае истинности гипотезы 
[image: image408.wmf]1
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число дефектных изделий 
[image: image409.wmf]K

 также является биномиальной случайной величиной, но с другим параметром - 
[image: image410.wmf](
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Таким образом, для вероятности 
[image: image413.wmf]b

 ошибки второго рода получаем:
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Замечание. Из сравнения вероятностей 
[image: image415.wmf]a

 и 
[image: image416.wmf]b

можно заключить, что оговоренная процедура проверки выгодна скорее поставщику.

Поскольку критерий К - одномерная случайная ве​личина, все ее возможные значения принадлежат некото​рому интервалу. Поэтому критическая область и область принятия гипотезы также являются интервалами и, сле​довательно, существуют точки, которые их разделяют.

Критическими точками (гра​ницами) 
[image: image417.wmf]kp

k

 называют точки, отделяющие критическую об​ласть от области принятия гипо​тезы.

Различают одностороннюю (правостороннюю или левосто​роннюю) и двустороннюю кри​тические области.

Правосторонней называют критическую область, определяемую неравенством 
[image: image418.wmf]kp

k
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, где 
[image: image419.wmf]kp
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 -  положительное число.

Левосторонней называют критическую область, опре​деляемую неравенством 
[image: image420.wmf]kp
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, где 
[image: image421.wmf]kp
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 -  отрицательное число.

Односторонней называют правостороннюю или лево​стороннюю критическую область.

Двусторонней называют критическую область, опре​деляемую неравенствами 
[image: image422.wmf]2
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В частности, если критические точки симметричны от​носительно нуля, двусторонняя критическая область оп​ределяется неравенствами (в предположении, что 
[image: image424.wmf]0
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или равносильным неравенством 
[image: image426.wmf]kp
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6.4. Отыскание правосторонней критической области

Начнем с нахождения правосторонней критической области, которая определяется неравенством


[image: image427.wmf]kp
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где 
[image: image428.wmf]0
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Мы видим, что для отыскания правосторонней крити​ческой области достаточно найти критическую точку. С этой целью задаются достаточно малой вероятностью -  уровнем значимости 
[image: image429.wmf]a

. Затем ищут критическую точку 
[image: image430.wmf]kp

k

, исходя из требования, чтобы, при условии справедливости нулевой гипотезы, вероятность того, что критерий К. при​мет значение, большее 
[image: image431.wmf]kp

k

, была равна принятому уров​ню значимости:
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Таким образом, вероятность совершить ошибку первого рода равна 
[image: image433.wmf]a

.

Для каждого критерия имеются соответствующие таблицы, по которым и находят критическую точку, удовлетворяю​щую этому требованию.

Замечание. Когда критическая точка уже найдена, вычисляют по данным выборок наблюдаемое значение критерия и, если окажется, что 
[image: image434.wmf]kp
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то нулевую гипотезу отвергают;

если же 
[image: image435.wmf]kp
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 то нет оснований, чтобы отвергнуть нулевую гипотезу.

Пример. О некотором игральном кубике было высказано мне​ние, что при его бросании "шестерка" выпадает слишком часто. Тре​буется проверить, так ли это?

Понятно, что в такой формулировке задача поставлена не впол​не четко. Для уточнения определим сначала нулевую и альтерна​тивную гипотезы. Поскольку вероятность выпадания "шестерки" у правильного кубика составляет 1/6. то имеем нулевую гипотезу
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Альтернативную гипотезу естественно выбрать следующим образом:
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т. е. "шестерка" выпадает чаще, чем это должно быть. Такая аль​тернативная гипотеза называется правосторонней.
Другое обстоятельство, требующее уточнения: в чем будет состо​ять испытание, на основании которого нулевая гипотеза будет при​нята либо отвергнута? Предположим, что испытание состоит в 120-кратном бросании кубика. При этом фиксируется число выпаданий "шестерки", которое обозначим 
[image: image438.wmf]K

.
Далее, необходимо выбрать уровень значимости 
[image: image439.wmf]a

. Напомним, что это вероятность отвергнуть нулевую гипотезу при условии, что она верна. Положим, например, а = 0.01.

В данном случае множество всевозможных результатов испыта​ний 
[image: image440.wmf]W

 будет таким:

{0, 1,... ,120},

поскольку при 120-кратном бросании кубика "шестерка" может вы​пасть от 0 до 120 раз включительно.

Теперь осталось определить критическую область S. Эта задача уже формализована. Действительно, если "шестерка" выпала, ска​жем, 50 раз, то нулевую гипотезу следует отвергнуть. А если 40 раз? Или 30? Ясно, что критическая область S здесь имеет вид
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где 
[image: image442.wmf]0
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 число, подлежащее определению. Такая критическая об​ласть называется правосторонней, она как бы "прижата" к правой границе множества 
[image: image443.wmf]W

.

Для нахождения критической области воспользуемся тем, что чи​сло 
[image: image444.wmf]K

 выпаданий "шестерки" в 120 испытаниях — биномиальная случайная величина, которая может быть приближена нормальной случайной величиной. Если р = 1/6 (верна гипотеза 
[image: image445.wmf]0
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), то
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Найдем теперь число 
[image: image447.wmf]пр

x

, для которого
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где  
[image: image449.wmf]пр

x

 - критическое значение, которое разделяет критическую область и область принятия гипотезы.

Можно убедиться, что правостороннее критическое значение 
[image: image450.wmf]пр

x

 вычисляется по формуле
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где 
[image: image452.wmf]a
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- решение уравнения
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Имеем:
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Таким образом, если нулевая гипотеза верна, то вероятность выпадания "шестерки" более чем 29 раз очень мала. В итоге получаем

S = {30,31,....,100}

 (т. е. 
[image: image456.wmf]0

K

 =30). Соответственно область принятия нулевой гипотезы такова:

{0,1,...,29}.

6.5. Отыскание левосторонней и двусторонней критических областей

Отыскание левосторонней и двусторонней критических областей сводится (так же, как и для правосторонней) к нахождению соответствующих критических точек.

Левосторонняя критическая область определяется неравенством
[image: image457.wmf]kp
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, где 
[image: image458.wmf]kp
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 -  отрицательное число.

Критическую точку находят, исходя из требования, чтобы при справедливости нулевой гипотезы, вероятность того, что критерий примет значение, меньшее 
[image: image459.wmf]kp
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, была равна принятому уровню значимости:
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Двусторонняя критическая область определяется неравенствами 
[image: image461.wmf]2
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Критические точки находят, исходя из требования, чтобы, при справедливости нулевой гипотезы, сумма ве​роятностей того, что критерий примет значение меньшее 
[image: image462.wmf]1

k

или большее 
[image: image463.wmf]2

k

, была равна принятому уровню значимости:
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	(6.6.1)


Ясно, что критические точки могут быть выбраны бесчис​ленным множеством способов. Если же распределение кри​терия симметрично относительно нуля и имеются основа​ния выбрать сим​метричные относительно нуля точки 
[image: image465.wmf]kp
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 и 
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Учитывая (6.6.1), получим
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Это соотношение и служит для отыскания критических точек двусторонней критической области.

Как уже было указано, критические точки находят по соответствующим таблицам.

В следующем примере критическая область двусторонняя. 

Пример. О некоторой монете утверждается, что она правиль​ная, т. е. вероятности выпадания герба и цифры равны между со​бой. Монету подбросили 100 раз, при этом 70 раз выпал герб, а 30 раз - цифра. Проверить утверждение о правильности монеты на 5%-м уровне значимости (т. е. на уровне значимости 
[image: image470.wmf]a

=0.05).

Здесь нулевая и альтернативная гипотезы формулируются сле​дующим образом:
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[image: image472.wmf]2
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где р -  вероятность выпадания герба. Здесь альтернативная гипоте​за, как и критическая область, является двусторонней. Это обусло​влено тем, что нет предположений относительно более частого либо более редкого выпадания герба.

Множество всевозможных результатов испытаний 
[image: image473.wmf]W

 (в данном случае это количество выпаданий герба) составляют целые числа от 0 до 100:


[image: image474.wmf]W

= {0,1,..., 100}.

Число выпаданий герба 
[image: image475.wmf]K

 - это биномиальная случайная вели​чина 
[image: image476.wmf]÷
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Критиче​ские значения 
[image: image478.wmf]1
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 и 
[image: image479.wmf]2
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 вычисляются по формулам
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где 
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-

1

Z

решение уравнения
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В данном случае получаем
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[image: image485.wmf]60
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Таким образом, критическую область составляют значения 
[image: image486.wmf]K

 до 40 и больше 60:


[image: image487.wmf]S

 = {0,1..... 40} 
[image: image488.wmf]È

 {60, 61...., 100}.

Отметим, что при 
[image: image489.wmf]K

= 40 либо 
[image: image490.wmf]K

= 60 имеет смысл, по-видимому, не принимать окончательного решения о принятии либо отвержении нулевой гипотезы. Но в данном случае испытание дало результат 
[image: image491.wmf]K

= 70, поэтому гипотеза 
[image: image492.wmf]0
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 отвергается в пользу гипотезы 
[image: image493.wmf]1
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. Окончательный вывод таков: монета правильной не является.

Пример. Производственная линия выпускала 5% бракован​ных товаров. Было предложено

усовершенствование, призванное снизить процент брака. После переналадки линии на осмотр посту​пило 300 единиц товара, из которых бракованными оказались 9 еди​ниц. Можно ли на 1%-м уровне значимости считать, что качество продукции производственной линии улучшилось?

Решение. Здесь нулевая гипотеза состоит в том, что линия по-преж​нему выпускает 5% брака:


[image: image494.wmf]0

H

:   р = 0.05.

Альтернативная гипотеза - 
[image: image495.wmf]1
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 является левосторонней — процент брака уменьшился:


[image: image496.wmf]1

H

 :   р < 0.05.

Уровень значимости и объем выборки даны в условии:
[image: image497.wmf]a

=0.01,
[image: image498.wmf]n

=300

Если при проверке фиксируется число бракованных изделий 
[image: image499.wmf]K

, то эта величина может принимать значения из множества
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={0, 1,..., 300}.

В случае истинности гипотезы 
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 величина 
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является биноми​альной случайной величиной 
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Найдем границу критической области по формуле:
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Таким образом, критическая область может быть записана в виде


[image: image507.wmf]S

={0,1,..., 6}.

Область принятия нулевой гипотезы соответственно такова:

{ 7, 8,..., 300}.

Если в выборке бракованными оказались 9 единиц товара, то сле​дует принять нулевую гипотезу. Окончательный вывод: имеющиеся данные не дают оснований считать, что качество продукции улуч​шилось.

6.6. Критерий согласия 
[image: image508.wmf]2
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 (хи-квадрат) Пирсона

При проверке биномиальных гипотез требовалось проверить гипо​тезу о равенстве неизвестной вероятности некоторому числу. Под​черкнем, что речь шла об уточнении значения одного параметра-вероятности. Иной характер имеет ситуация, когда требуется про​верить гипотезу о равенстве определенным значениям нескольких вероятностей (иначе говоря, о законе распределения в целом). В та​ких случаях применяются так называемые критерии согласия, один из которых мы и рассмотрим.

Пусть в результате некоторого испытания может произойти одно из 
[image: image509.wmf]r

 событий 
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. Нулевая гипотеза 
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 имеет следующий вид:
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где 
[image: image515.wmf]r
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некоторые положительные числа, сумма которых равна 1. Альтернативной гипотезой является невыполнение хотя бы одного из этих равенств.

Исходными данными для проверки гипотезы 
[image: image516.wmf]0
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 являются резуль​таты п независимых испытаний. Пусть эти результаты следующие:

событие А1 произошло 
[image: image517.wmf]1
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 раз,

событие А2 произошло 
[image: image518.wmf]2
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 раз,

………………………………….

событие Аr произошло 
[image: image519.wmf]r
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 раз.

Очевидно, что
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Подсчитаем величину 
[image: image521.wmf]2
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 (хи-квадрат) по формуле
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Это значение будет решающим при проверке гипотезы. Величина 
[image: image523.wmf]2
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 показывает, насколько экспериментальные значения 
[image: image524.wmf]i
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расходят​ся с теоретически наиболее вероятными значениями 
[image: image525.wmf]i
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,. Отметим, что величина 
[image: image526.wmf]2
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может принимать лишь неотрицательные значения (отсюда и обозначение "хи-квадрат").

Сама проверка гипотезы осуществляется следующим образом. Выбирается уровень значимости 
[image: image527.wmf]a

= 0.05 либо 
[image: image528.wmf]a

= 0.01 (возможны, разумеется, и другие значения). Затем вычисляется
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после чего находится по таблице критическое значение 
[image: image530.wmf]2
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 (зависящее от 
[image: image531.wmf]a

 и 
[image: image532.wmf]k

).

Если
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то гипотеза 
[image: image534.wmf]0
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 отвергается, в противном случае — принимается.

Замечание. Критерий 
[image: image535.wmf]2
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 применяют тогда, когда все величины 
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Пример. При 4040 бросаниях монеты французский естество​испытатель Бюффон получил 2048 выпаданий герба и 1992 вьшадания цифры. На уровне значимости 
[image: image538.wmf]a

= 0,05 проверим гипотезу о том, что монета была правильной.

Решение. Здесь в результате испытания может произойти одно из двух событий — выпадание герба либо выпадание цифры. Поэтому имеем:

А1 = {выпадание герба}, А2 = {выпадание цифры},

п = 4040, m1 == 2048, m2 = 1992.

Нулевая гипотеза -
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Вычислим величину 
[image: image541.wmf]2
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. Имеем:


[image: image542.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

776

0

2020

2020

1992

2020

2020

2048

2

2

2

2

2

2

1

2

1

1

2

.

np

np

m

np

np

m

»

-

+

-

=

-

+

-

=

C


Число степеней свободы k в данном случае равно 
[image: image543.wmf]r

 - 1= 2 - 1 = 1. По известным значениям 
[image: image544.wmf]a

= 0.05, k= 1 находим в таблице


[image: image545.wmf]8

3

2

.

kp

=

C


Так как
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то нулевая гипотеза принимается - монета была правильной.

Пример. Некоторая фирма владеет тремя магазинами, рас​положенными недалеко друг от друга. Руководство фирмы реши​ло выяснить, посещают ли покупатели все три магазина одинако​во охотно либо имеется некоторое различие. (Это различие может быть. по мнению руководства, связано с более или менее выгодным расположением магазинов, разной квалификацией персонала и т. п.)

Для проверки была собрана информация о количестве покупате​лей, сделавших покупки в течение недели. Оказалось, что в первом магазине это число составляет 160 человек, во втором — 225. в тре​тьем —215.

Решение. Здесь нулевой гипотезой будет равенство вероятностей по​сещения покупателем первого (p1), второго (р2) и третьего (р3) ма​газинов:
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В результате испытания получаем

m1=160,  m2=225,  m3=215,  n=160+225+215=600

Вычислим величину
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Обратимся теперь к таблице критических значений (при k = 2). Даже на уровне значимости 
[image: image549.wmf]a

 = 0.01 имеем 
[image: image550.wmf]2
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 = 9.2. Таким обра​зом,
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Поэтому, видимо, разницу в посещаемости магазинов в течение не​дели нельзя объяснить случайными колебаниями.

6.7. Проверка гипотезы о нормальном распределении генеральной совокупности 

       по 
[image: image552.wmf]2

C

-критерию согласия Пирсона.

Рассмотрим случай, когда эмпирическое распределение задано в виде последовательности равноотстоящих значений случайной величины и соответствующих им частот:
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Требуется проверить, используя критерий Пирсона, гипотезу о том, что генеральная совокупность Х распределена нормально. Для этого необходимо выполнить следующие действия:

1. Вычислить выборочную среднюю 
[image: image553.wmf]x

 и выборочное стандартное отклонение 
[image: image554.wmf]x

s

.

2. Вычислить теоретические частоты по формуле
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- объем выборки;



[image: image557.wmf]h

- шаг (разность между соседними значениями случайной величины);
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3. Вычислить критерий Пирсона по формуле:
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4. По таблице критических точек распределения 
[image: image561.wmf]2
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, по заданному уровню значимости 
[image: image562.wmf]a

 и числу степеней свободы 
[image: image563.wmf]3
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 -число групп выборки) находим критическую точку правосторонней критической области 
[image: image565.wmf]2
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Если 
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, то нет оснований отвергнуть гипотезу о нормальном распределении генеральной совокупности, если 
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, то гипотезу отвергают.


Рассмотрим теперь случай когда эмпирическое распределение задано в виде последовательности интервалов 
[image: image568.wmf](

)

1

+

i

i

x

,

x

одинаковой длины и соответствующих им частот 
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. Теперь проверка гипотезы на нормальность распределения ведется в следующей последовательности:

1. Вычисляются выборочное среднее 
[image: image570.wmf]x

 и выборочное стандартное отклонение 
[image: image571.wmf]x

s

, причем, в качестве значений случайной величины принимают среднее арифметическое концов интервала:
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2. Переходим к нормированной случайной величине 
[image: image573.wmf]Z

 для чего вычисляем новые концы интервалов по формулам:
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причем, наименьшее значение 
[image: image576.wmf]Z

, т.е. 
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3. Вычисляем теоретические частоты 
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- объем выборки:
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 - вероятности попадания Х в интервалы 
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4. Вычисляем критерий Пирсона по формуле:
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5. По таблице критических точек распределения 
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 -число интервалов выборки) находим критическую точку правосторонней критической области 
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, то нет оснований отвергнуть гипотезу о нормальном распределении генеральной совокупности, если 
[image: image592.wmf]2

2

kp

C

>

C
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Приложение 1

Задания для контрольной работы

1. Первичная обработка статистических данных. Числовые характеристики выборки.

Для задач №1 и №2: 

А. построить дискретный и интервальный вариационные ряды соответственно.

Б. Для задачи №1 построить полигон и кумулятивную кривую. Для задачи № 2 построить гистограмму и кумулятивную кривую;

В. Определить числовые характеристики выборки:

1. Выборочную среднюю

2. Выборочную геометрическую

3. Моду

4. Медиану

5. Вариационный размах

6. Выборочную дисперсию

7. Выборочное стандартное отклонение

8. Коэффициент вариации

9. Асимметрию и коэффициент асимметрии

10. Эксцесс и коэффициент эксцесса

Из таблиц выбрать три строки, соответствующие трем последним цифрам зачетки. Если цифры повторяются, то каждую повторяющуюся цифру увеличить соответственно на 1. Например, если три последние цифры зачетки равны 555, то из таблиц следует выбрать строки под номерами 5, 6, 7.

Задача №1

Требуется выявить картину успеваемости студентов, сдавших экзамен по курсу "Математическая статистика". На курсе 100 человек. В результате изучения отчетных документов была составлена следующая таблица оценок, полученных студентами по факультету (в порядке алфавитного списка студентов): 

	№ п/п
	Оценки

	0
	5
	3
	4
	5
	4
	3
	5
	4
	2
	4

	1
	3
	4
	3
	3
	4
	5
	4
	5
	3
	4

	2
	3
	4
	4
	4
	5
	5
	4
	3
	4
	5

	3
	3
	5
	4
	2
	5
	4
	5
	3
	5
	4

	4
	5
	5
	3
	5
	4
	3
	3
	4
	5
	4

	5
	5
	4
	4
	3
	3
	4
	2
	5
	4
	5

	6
	5
	4
	4
	5
	2
	3
	5
	4
	5
	4

	7
	5
	4
	5
	4
	3
	5
	2
	4
	4
	4

	8
	5
	4
	4
	5
	2
	3
	5
	4
	5
	4

	9
	5
	4
	3
	5
	3
	4
	5
	4
	5
	4


Задача №2

Студенты некоторого факультета, состоящего из 100 человек, написали выпускную контрольную работу. Каждый студент набрал определенное количество баллов. Приведем эти баллы (в порядке алфавитного списка студентов):

	№ п/п
	Число баллов, полученных студентами

	0
	64
	59
	116
	89
	76
	55
	87
	65
	99
	94

	1
	76
	59
	78
	34
	89
	42
	91
	41
	99
	49

	2
	59
	66
	57
	79
	65
	94
	67
	103
	38
	68

	3
	85
	51
	78
	38
	87
	43
	104
	49
	58
	33

	4
	53
	75
	28
	67
	37
	50
	98
	56
	71
	83

	5
	68
	58
	82
	67
	57
	72
	59
	86
	51
	64

	6
	70
	53
	32
	56
	100
	57
	69
	87
	82
	67

	7
	37
	74
	39
	84
	37
	99
	47
	110
	57
	96

	8
	66
	46
	72
	54
	75
	47
	79
	61
	115
	65

	9
	67
	70
	24
	73
	40
	58
	78
	75
	87
	51


2. Равномерное распределение

2.1. Плотность равномерного распределения сохраняет в интервале (а, b) постоянное значение, равное С; вне этого интервала f(x)=0. Найти значение постоянного параметра С.

2.2. Закон равномерного распределения задан плот​ностью вероятности f(x)=1/(b—а) в интервале (а, b); вне этого интервала f(x)=0. Найти функцию распределе​ния F (х).
2.3. Найти математическое ожидание случайной вели​чины X, равномерно распределенной в интервале (а, b).
2.4. Найти математическое ожидание случайной вели​чины, X, распределенной равномерно в интервале (2, 8).

2.5. Найти дисперсию и стандартное откло​нение случайной величины X, распределенной равномерно в интервале (a, b).
2.6. Найти дисперсию и стандартное откло​нение случайной величины X, распределенной равномерно в интервале (2, 8).

2.7. Равномерно распределенная случайная величина Х задана плотностью распределения f(x)= 1/(2l) в интервале (а-1, а+l); вне этого интервала f(x)=0. Найти мате​матическое ожидание и дисперсию X.

2.8. Диаметр круга х измерен приближенно, причем а<x<b. Рассматривая диаметр как случайную вели​чину X, распределенную равномерно в интервале {а, b), найти математическое ожидание и дисперсию площади круга.

2.9. Ребро куба х измерено приближённо, причём a<x<b. Рассматривая ребро куба как случайную величину Х, распределённую равномерно в интервале (a,b), найти математическое ожидание и дисперсию объёма куба.

2.10. Цена деления шкалы амперметра равна 0,1 А. Показания округляют до ближайшего целого деления. Найти вероятность того, что при отсчете будет сделана ошибка, превышающая 0,02 А.

3. Нормальное распределение

3.1. Математическое ожидание и стандартное отклонение нормально распределенной случайной величины Х соответственно равны 10 и 2. Найти вероят​ность того, что в результате испытания Х примет значе​ние, заключенное в интервале (12, 14).

3.2. Математическое ожидание и стандартное отклонение нормально распределенной случайной величины Х соответственно равны 20 и 5. Найти вероят​ность того, что в результате испытания Х примет значе​ние, заключенное в интервале (15, 25).

3.3. Автомат штампует детали. Контролируется длина детали X, которая распределена нормально с математи​ческим ожиданием (проектная длина), равным 50 мм. Фак​тически длина изготовленных деталей не менее 32 и не более 68 мм. Найти вероятность того, что длина наудачу взятой детали больше 55 мм.

3.4. Производится измерение диаметра вала без си​стематических (одного знака) ошибок. Случайные ошибки измерения Х подчинены нормальному закону со стандартным отклонением 
[image: image593.wmf]10
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мм. Найти вероятность того, что измерение будет произведено с ошибкой, не пре​восходящей по абсолютной величине 15 мм.

3.5. Автомат изготовляет шарики. Шарик считается годным, если отклонение Х диаметра шарика от проектного размера по абсолютной величине меньше 0,7 мм. Считая, что случайная величина Х распределена нормально со стандартным отклонением 
[image: image594.wmf]4
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 мм. Найти, сколько в среднем будет годных шариков среди ста из​готовленных.

3.6. Деталь, изготовленная автоматом, считается год​ной, если отклонение ее контролируемого размера от проектного не превышает 10 мм. Случайные отклонения контролируемого размера от проектного подчинены нор​мальному закону со стандартным отклонением  
[image: image595.wmf]5
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мм и математическим ожиданием 
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. Сколько процентов годных деталей изготавливает автомат?

3.7. Случайная величина Х распределена нормально с математическим ожиданием 
[image: image597.wmf]10

=

a

. Вероятность попада​ния Х в интервал (10, 20) равна 0,3. Чему равна веро​ятность попадания Х в интервал (0, 10)?

3.8. Случайная величина Х распределена нормально с математическим ожиданием 
[image: image598.wmf]25
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. Вероятность попа​дания Х в интервал (10, 15) равна 0,2. Чему равна веро​ятность попадания Х в интервал (35, 40)?

3.9. Случайная величина Х распределена нормально с математическим ожиданием 
[image: image599.wmf]10
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 и стандартным отклонением 
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. Найти интервал, симметричный относительно математического ожидания, в кото​рый с вероятностью 0,9973 попадет величина Х в ре​зультате испытания.

3.10. Случайная величина Х распределена нормально со стандартным отклонением 
[image: image601.wmf]5
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 мм. Найти длину интервала, симметричного относительно математи​ческого ожидания, в который с вероятностью 0,9973 попадет Х  в результате испытания.

4. Показательное распределение и его числовые характеристики

4.1. Непрерывная случайная величина Х распреде​лена по показательному закону, заданному плотностью вероятности 
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. Найти вероятность того, что в результате испытания Х попадает в интервал (0.13, 0.7).

4.2. Непрерывная случайная величина Х распреде​лена по показательному закону, заданному при 
[image: image606.wmf]0
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 плотностью распределения 
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 функцией  
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. Найти вероятность того, что в резуль​тате испытания Х попадает в интервал (1, 2).

4.3. Непрерывная случайная величина Х распреде​лена по показательному закону, заданному функцией распределения 
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. Найти вероятность того, что в результате ис​пытания Х попадет в интервал (2, 5).

4.4. Найти математическое ожидание показательного распределения


[image: image614.wmf]x

e

)

x

(

f

l

-

l

=

при 
[image: image615.wmf]0

³

x

; 
[image: image616.wmf]0

=

)

x

(

f

 при 
[image: image617.wmf]0

<

x

.

4.5. Найти математическое ожидание показательного распределения, заданного при 
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4.6. Найти: а) дисперсию; б) стандартное отклонение показательного распределения, заданного плотностью вероятности: 
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4.7. Найти дисперсию и стандартное от​клонение показательного распределения, заданного плот​ностью вероятности 
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e

)

x

(

f

10

10

-

=

при 
[image: image626.wmf]0

³

x

.

4.8. Найти дисперсию и стандартное от​клонение показательного закона, заданного функцией распределения 
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4.9. Студент помнит, что плотность показательного распределения имеет вид 
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; однако он забыл, чему равна постоянная С. Требуется найти С.

4.10. На шоссе установлен контрольный пункт для проверки технического состояния автомобилей. Найти математическое ожидание и стандартное от​клонение случайной величины Т - времени ожидания очередной машины контролером, если поток машин про​стейший и время (в часах) между прохождениями машин через контрольный пункт распределено по показатель​ному закону 
[image: image633.wmf]t
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5. Интервальный метод оценок статистических характеристик генеральной совокупности

5.1. Найти доверительный интервал для оценки с надежностью 0,99 неизвестного математического ожи​дания 
[image: image634.wmf]a

 нормально распределенного признака Х гене​ральной совокупности, если известны генеральное стандартное отклонение 
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, выборочная средняя 
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 и объем выборки 
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5.2. Одним и тем же прибором со стандартным отклонением случайных ошибок измерений 
[image: image644.wmf]40
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м произведено пять равноточных измерений рас​стояния от орудия до цели. Найти доверительный интер​вал для оценки истинного расстояния а до цели с на​дежностью 
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, зная среднее арифметическое резуль​татов измерений 
[image: image646.wmf]в
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м.

Предполагается, что результаты измерений распреде​лены нормально.

5.3. Выборка из большой партии электроламп содер​жит 100 ламп. Средняя продолжительность горения лампы выборка оказалась равной 1000 ч. Найти с надеж​ностью 0,95 доверительный интервал для средней про​должительности а горения лампы всей партии, если известно, что стандартное отклонение про​должительности горения лампы 
[image: image647.wmf]40
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 ч. Предполагается, что продолжительность горения ламп распределена нор​мально.

5.4. Станок-автомат штампует валики. По выборке объема 
[image: image648.wmf]100

=

т

 вычислена выборочная средняя диаметров изготовленных валиков. Найти с надежностью 0,95 точ​ность 
[image: image649.wmf]d

, с которой выборочная средняя оценивает мате​матическое ожидание диаметров изготовляемых валиков, зная, что их стандартное отклонение 
[image: image650.wmf]2

=

s

 мм. Предполагается, что диаметры валиков распределены нор​мально.

5.5. Найти минимальный объем выборки, при кото​ром с надежностью 0,975 точность оценки математиче​ского ожидания а генеральной совокупности по выбороч​ной средней равна 
[image: image651.wmf]3
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, если известно стандартное отклонение 
[image: image652.wmf]2
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 нормально распределенной генеральной совокупности.

5.6. Найти минимальный объем выборки, при кото​ром с надежностью 0,925 точность оценки математиче​ского ожидания нормально распределенной генеральной совокупности по выборочной средней равна 0,2, если известно стандартное отклонение генеральной совокупности 
[image: image653.wmf]5
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5.7. Из генеральной совокупности извлечена выборка объема 
[image: image654.wmf]10
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:

	x
	-2
	1
	2
	3
	4
	5

	mx
	2
	1
	2
	2
	2
	1


Оценить с надежностью 0,95 математическое ожида​ние а нормально распределенного признака генеральной совокупности по выборочной средней при помощи дове​рительного интервала.

5.8. Из генеральной совокупности извлечена выборка объема 
[image: image655.wmf]12
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	-0.5
	-0.4
	-0.2
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	0.2
	0.6
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	1


Оценить с надежностью 0,95 математическое ожидание 
[image: image656.wmf]a

 нормально распределенного признака генеральной сово​купности с помощью доверительного интервала.

5.9. По данным девяти независимых равноточных измерений некоторой физической величины найдены сред​нее арифметическое результатов измерений 
[image: image657.wmf]в

x

 и «исправленное» стандартное отклонение 
[image: image658.wmf]6
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S

. Оценить истинное значение измеряемой величины с по​мощью доверительного интервала с надежностью 
[image: image659.wmf]99
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. Предполагается, что результаты измерений распределены нормально.

5.10. По данным 16 независимых равноточных изме​рений некоторой физической величины найдены среднее арифметическое результатов измерений 
[image: image660.wmf]8
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 и «исправ​ленное» стандартное отклонение 
[image: image661.wmf]8
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. Оце​нить истинное значение измеряемой величины с надеж​ностью 
[image: image662.wmf]999
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6. Проверка статистических гипотез

6.1. Ваш друг утверждает, что он умеет различать на вкус два близких сорта вина если и не всегда, то хотя бы в четырех случаях из пяти. Вы же склонны считать, что он просто угадывает.

Сформулируйте оба этих мнения в виде статистических гипотез и предложите какую-либо процедуру проверки. В чем состоят ошибки первого и второго рода?

6.2. Урна содержит большое количество белых и черных шаров, 100 раз производится следующее действие: из урны наугад достается шар, фиксируется его цвет, затем шар опускается обратно в урну, после чего шары перемешиваются. Оказалось, что 67 раз достали белый шар. 33 раза - черный. Можно ли на 5%-м уровне значимости принять гипотезу о том, что доля белых шаров в урне составляет 0,6?

6.3. Обычно применяемое лекарство снимает послеоперационные боли у 80% пациентов. Новое лекарство, применяемое для тех же целей, помогло 90 пациентам из первых 100 оперированных. Мож​но ли на уровне значимости 
[image: image663.wmf]a

 = 0,05 считать, что новое лекарство лучше? А на уровне 
[image: image664.wmf]a

 = 0,01?

6.4. Игральный кубик бросили 60 раз, при этом числа 1, 2, 3, 4,5, 6 выпали соответственно 12, 9, 13, 11, 8, 7 раз. Можно ли на 5%- м уровне значимости отвергнуть гипотезу о симметричности кубика?

6.5. Трое рабочих работают на трех одинаковых станках. В конце смены первый рабочий изготовил 60 деталей, второй - 80, третий -100 деталей. Можно ли на уровне значимости 
[image: image665.wmf]a

= 0,01 принять гипотезу о том, что производительности труда первых двух рабочих  равны между собой и в 2 раза меньше производительности третьего рабочего? 

6.6. Используя критерий Пирсона при уровне значимости 0.05 проверить, согласуется ли гипотеза о нормальном распределении генеральной совокупности Х с эмпирическим распределением выборки объема 
[image: image666.wmf]n

= 200:

	xi
	0.3
	0.5
	0.7
	0.9
	1.1
	1.3
	1.5
	1.7
	1.9
	2.1
	2.3

	ni
	6
	9
	26
	25
	30
	26
	21
	24
	20
	8
	5


6.7. Используя критерий Пирсона, при уровне значимости 0.01 установить, случайно или значимо расхождение между эмпирическими частотами 
[image: image667.wmf]i

n

 и теоретическими частотами 
[image: image668.wmf]'

i

n

, которые вычислены, исходя из гипотезы о нормальном распределении генеральной совокупности Х:
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[image: image670.wmf]'
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6.8. Используя критерий Пирсона, при уровне значимости 0.05 проверить, согласуется ли гипотеза о нормальном распределении генеральной совокупности Х с эмпирическим распределением выборки объема 
[image: image671.wmf]n

=100:

	Верхняя граница интервала xi
	8
	13
	18
	23
	28
	33
	38

	Частота ni
	6
	8
	15
	40
	16
	8
	7


6.9. Используя критерий Пирсона, при уровне значимости 0.05 установить, случайно или значимо расхождение между эмпирическими частотами 
[image: image672.wmf]i

n

 и теоретическими частотами 
[image: image673.wmf]'

i

n

, которые вычислены, исходя из гипотезы о нормальном распределении генеральной совокупности Х:
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[image: image675.wmf]'
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6.10. Используя критерий Пирсона, при уровне значимости 0.05 проверить, согласуется ли гипотеза о нормальном распределении генеральной совокупности Х с эмпирическим распределением выборки:

	Верхняя граница интервала xi
	-10
	0
	10
	20
	30
	40
	50

	Частота ni
	20
	47
	80
	89
	40
	16
	8


Приложение 2

Таблица значений функции 
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	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
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	8
	9

	0.0
	0,
	3989
	3989
	3989
	3988
	3986
	3984
	3982
	3980
	3977
	3973

	0.1
	
	3970
	3965
	3961
	3956
	3951
	3945
	3939
	3932
	3925
	3918

	0.2
	
	3910
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	3894
	3885
	3876
	3867
	3857
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	0.3
	
	3814
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	0.5
	
	3521
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	3467
	3448
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	0.6
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	0.8
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	0.9
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	1942
	1919
	1895
	1872
	1849
	1826
	1804
	1781
	1758
	1736

	0.3
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Таблица значений функции 
[image: image677.wmf](

)

ò

-

p

=

F

x

z

dz

e

x

0

2

2

2

1


	
[image: image678.wmf]x


	
[image: image679.wmf](

)

x

F


	
[image: image680.wmf]x


	
[image: image681.wmf](

)

x

F


	
[image: image682.wmf]x


	
[image: image683.wmf](

)

x

F


	
[image: image684.wmf]x


	
[image: image685.wmf](

)

x

F



	0,00
	0,0000
	0,45
	0,1736
	0,90
	0,3159
	1,35
	0,4115

	0,01
	0,0040
	0,46
	0,1772
	0,91
	0,3186
	1,36
	0,4131

	0,02
	0,0080
	0,47
	0,1808
	0,92
	0,3212
	1,37
	0,4147

	0,03
	0,0120
	0.48
	0,1844
	0,93
	0,3238
	1,38
	0,4162

	0,04
	0,0160
	0,49
	0,1879
	0,94
	0,3264
	1,39
	0,4177

	0,05
	0,0199
	0,50
	0,1915
	0,95
	0,3289
	1,40
	0,4192

	0,06
	0,0239
	0,51
	0,1950
	0,96
	0,3315
	1,41
	0,4207

	0,07
	0,0279
	0,52
	0,1985
	0,97
	0,3340
	1,42
	0,4222

	0,08
	0,0319
	0,53
	0,2019
	0,98
	0,3365
	1,43
	0,4236

	0,09
	0,0359
	0,54
	0,2054
	0,99
	0,3389
	1,44
	0.4251

	0,10
	0,0398
	0,55
	0,2088
	1,00
	0,3413
	1,45
	0,4265

	0,11
	0,0438
	0,56
	0,2123
	1,01
	0,3438
	1,46
	0,4279

	0,12
	0,0478
	0,57
	0,2157
	1,02
	0,3461
	1,47
	0,4292

	0,13
	0,0517
	0,58
	0,2190
	1,03
	0,3485
	1,48
	0,4306

	0,14
	0,0557
	0,59
	0,2224
	1,04
	0,3508
	1,49
	0,4319

	0,15
	0,0596
	0,60
	0,2257
	1,05
	0,3531
	1,50
	0,4332

	0,16
	0,0636
	0,61
	0,2291
	1,06
	0,3554
	1,51
	0,4345

	0,17
	0,0675
	0,62
	0,2324
	1,07
	0,3577
	1,52
	0,4357

	0,18
	0,0714
	0,63
	0,2357
	1,08
	0,3599
	1,53
	0,4370

	0,19
	0,0753
	0,64
	0,2389
	1,09
	0,3621
	1,54
	0,4382

	0,20
	0,0793
	0,65
	0,2422
	1,10
	0,3643
	1,55
	0,4394

	0,21
	0,0832
	0,66
	0,2454
	1,11
	0,3665
	1,56
	0,4406

	0,22
	0,0871
	0,67
	0,2486
	1,12
	0,3686
	1,57
	0,4418

	0,23
	0,0910
	0,68
	0,2517
	1,13
	0,3708
	1,58
	0,4429

	0,24
	0,0948
	0,69
	0,2549
	1,14
	0,3729
	1,59
	0,4441

	0,25
	0,0987
	0,70
	0,2580
	1,15
	0,3749
	1,60
	0,4452

	0,26
	0,1026
	0,71
	0,2611
	1,16
	0,3770
	1,61
	0,4463

	0,27
	0,1064
	0,72
	0,2642
	1,17
	0,3790
	1,62
	0,4474

	0,28
	0,1103
	0,73
	0,2673
	1,18
	0,3810
	1,63
	0,4484

	0,29
	0,1141
	0,74
	0,2703
	1,19
	0,3830
	1,64
	0,4495

	0,30
	0,1179
	0,75
	0,2734
	1,20
	0,3849
	1,65
	0,4505

	0,31
	0,1217
	0,76
	0,2764
	1,21
	0,3869
	1,66
	0,4515

	0,32
	0,1255
	0,77
	0,2794
	1,22
	0,3883
	1,67
	0.4525

	0,33
	0,1293
	0,78
	0,2823
	1,23
	0,3907
	1,68
	0,4535

	0,34
	0,1331
	0,79
	0,2852
	1,24
	0,3925
	1,69
	0,4545

	0,35
	0,1368
	0,80
	0,2881
	1,25
	0,3944
	1,70
	0,4554

	0,36
	0,1406
	0,81
	0,2910
	1,26
	0,3962
	1,71
	0,4564

	0,37
	0,1443
	0,82
	0,2939
	1,27
	0,3980
	1,72
	0,4573

	0,38
	0,1480
	0,83
	0,2967
	1,28
	0,3997
	1,73
	0,4582

	0,39
	0,1517
	0,84
	0,2995
	1,29
	0,4015
	1,74
	0,4591

	0,40
	0,1554
	0,85
	0,3023
	1,30
	0,4032
	1,75
	0,4599

	0,41
	0,1591
	0,86
	0,3051
	1,31
	0,4049
	1,76
	0.4608

	0,42
	0,1628
	0,87
	0,3078
	1,32
	0,4066
	1,77
	0,4616

	0,43
	0,1664
	0,88
	0,3106
	1,33
	0,4082
	1,78
	0.4625

	0,44
	0,1700
	0,89
	0,3133
	1,34
	0,4099
	1,79
	0,4633
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	1,80
	0,4641
	2,00
	0,4772
	2,40
	0,4918
	2,80
	0,4974

	1,81
	0,4649
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	2,42
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	1,89
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	1,90
	0,4713
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	0,4719
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	0,4868
	2,62
	0,4956
	3,20
	0,49931

	1,92
	0,4726
	2,24
	0,4875
	2,64
	0,4959
	3,40
	0,49966

	1,93
	0,4732
	2,26
	0,4881
	2,66
	0,4961
	3,60
	0,499841

	1,94
	0,4738
	2,28
	0,4887
	2,68
	0,4963
	3,80
	0,499928

	1,95
	0,4744 .
	2.30
	0,4893
	2,70
	0,4965
	4,00
	0,499968

	1,96
	0,4750-
	2,32
	0,4898
	2,72
	0,4967
	4,50
	0,499997

	1,97
	0,4756
	2,34
	0,4904
	2,74
	0,4969
	5,00
	0,499997

	1,98
	0,4761
	2,36
	0,4909
	2,76
	0,4971
	
	

	1,99
	0,4767
	2,38
	0,'4913
	2,78
	0,4973
	
	


Приложение 4

Таблица значений 
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	0,95
	0.99
	0,999
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	0,95
	0,99
	0,999
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	5
	2,78
	4,60
	8,61
	20
	2,093
	2,861
	3,883

	6
	2,57
	4,03
	6,86
	   25
	2,064
	2,797
	3,745

	7
	2,45
	3,71
	5,96
	30
	2,045
	2,756
	3,659

	8
	2,37
	3,50
	5,41
	35
	2,032
	2,729
	3,600

	9
	2,31
	2,36
	5,04
	40
	2,023
	2,708
	3,558

	10
	2,26
	3,25
	4,78
	45
	2,016
	2,692
	3,527

	11
	2,23
	3,17
	4,59
	   50
	2,009
	2,679
	3,502

	12
	2,20
	3,11
	4,44
	60
	2,001
	2,662
	3,464

	13
	2,18
	3,06
	4,32
	70
	1,996
	2,649
	3,439

	14
	2,16
	3,01
	4,22
	   80
	1,001
	2,640
	3,418

	15
	2,15
	2,98
	4,14
	90
	1,987
	2,633
	3,403

	16
	2,13
	2,95
	4,07
	   100
	1,984
	2,627
	3,392

	17
	2,12
	2,92
	4,02
	120
	1,980
	2,617
	3,374

	18
	2,11
	2,90
	3,97
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	1,960
	2,576
	3,291

	19
	2,10
	2,88
	3,92
	
	
	
	


Приложение 5

Критические точки распределения 
[image: image700.wmf]2
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	Число степеней свободы 
[image: image701.wmf]k


	Уровни значимости 
[image: image702.wmf]a



	
	0,01
	0,025
	0,05
	0,95
	0.975
	0,99

	1
	6,6
	5,0
	3,8
	0,0039
	0,00098
	0,00016

	2
	9,2
	7,4
	6,0
	0,103
	0,051
	0,020

	3
	11,3
	9,4
	7,8
	0,352
	0.216
	0,115

	4
	13,3
	11,1
	9,5
	0,711
	0,484
	0,297

	5
	15,1
	12,8
	11,1
	1,15
	0,831
	0,554

	6
	16,8
	14,4
	12,6
	1,64
	1,24
	0,872

	7
	18,5
	16,0
	14,1
	2,17
	1,69
	1,24

	8
	20,1
	17,5
	15,5
	2,73
	2,18
	1,65

	9
	21,7
	19,0
	16,9
	3,33
	2,70
	2,09

	10
	23,2
	20,5
	18,3
	3,94
	3,25
	2,56

	11
	24,7
	21,9
	19,7
	4,57
	3,82
	3,05

	12
	26,2
	23,3
	21,0
	5,23
	4,40
	3,57

	13
	27,7
	24,7
	22,4
	5,89
	5,01
	4,11

	14
	29,1
	26,1
	23,7
	6,57
	5,63
	4,66

	15
	30,6
	27,5
	25,0
	7,26
	6,26
	5,23

	16
	32,0
	28,8
	26,3
	7,96
	6,91
	5,81

	17
	33,4
	30,2
	27,6
	8,67
	7,56
	6,41

	18
	34,8
	31,5
	28,9
	9,39
	8,23
	7,01

	19
	36,2
	32,9
	30,1
	10,1
	8,91
	7,63

	20
	37,6
	34,2
	31,4
	10,9
	9,59
	8,26

	21
	38,9
	35,6
	32,7
	11,6
	10,3
	8,90

	22
	40,3
	36,8
	33,9
	12,3
	11,0
	9,54

	23
	41,6
	38,1
	35,2
	13,1
	11,7
	10,2

	24
	43,0
	39,4
	36,4
	13,8
	12,4
	10,9

	25
	44,3
	40,6
	37,7
	14,6
	13,1
	11,5

	26
	45,6
	41,9
	38,9
	15,4
	13,8
	12,2

	27
	47,0
	43,2
	40,1
	16,2
	14,6
	12,9

	28
	48,3
	44,5
	41,3
	16,9
	15,3
	13,6

	29
	49,6
	45,7
	42,6
	17,7
	16,0
	14,3

	30
	50,9
	47,0
	43,8
	18,5
	16,8
	15,0


Приложение 6 

Критические точки распределения Стьюдента

	Число

степеней свободы 
[image: image703.wmf]k


	Уровень значимости 
[image: image704.wmf]a


(двусторонняя критическая область)

	
	0,10
	0,05
	0,02
	0.01
	0,002
	0.001

	1
	6,31
	12,7
	31,82
	63,7
	318,3
	637,0

	2
	2,92
	4,30
	6.97
	9,92
	22,33
	31,6

	3
	2,35
	3,18
	4,54
	5,84
	10,22
	12,9

	4
	2,13
	2,78
	3,75
	4,60
	7,17
	8,61

	5
	2,01
	2.57
	3,37
	4,03
	5,89
	6,86

	6
	1,94
	2,45
	3,14
	3,71
	5,21
	5.96

	7
	1,89
	2,36
	3,00
	3,50
	4,79
	5,40

	8
	1,86
	2,31
	2,90
	3,36
	4,50
	5,04

	9
	1,83
	2,26
	2,82
	3,25
	4,30
	4,78

	10
	1,81
	2,23
	2,76
	3,17
	4,14
	4,59

	11
	1,80
	2,20
	2,72
	3.11
	4,03
	4,44

	12
	1,79
	2,18
	2,68
	3,05
	3,93
	4,32

	13
	1,77
	2,16
	2,65
	3,01
	3,85
	4,22

	14
	1,76
	2,14
	2,62
	2,98
	3,79
	4,14

	15
	1,75
	2,13
	2.60
	2,95
	3,73
	4,07

	16
	1,75
	2,12
	2,58
	2,92
	3,69
	4,01

	17
	1,74
	2,11
	2,57
	2,90
	3,65
	3.96

	18
	1,73
	2,10
	2,55
	2,88
	3.61
	3,92

	19
	1,73
	2,09
	2,54
	2,86
	3,58
	3,88

	20
	1,73
	2,09
	2,53
	2,85
	3,55
	3,85

	21
	1,72
	2,08
	2,52
	2,83
	3,53
	3,82

	22
	1,72
	2,07
	2,51
	2,82
	3,51
	3,79

	23
	1,71
	2,07
	2,50
	2,81
	3,49
	3,77

	24
	1,71
	2,06
	2,49
	2,80
	3,47
	3,74

	25
	1,71
	2,06
	2,49
	2,79
	3,45
	3,72

	26
	1,71
	2,06
	2,48
	2,78
	3,44
	3,71

	27
	1,71
	2,05
	2,47
	2,77
	3,42
	3,69

	28
	1,70
	2,05
	2,46
	2,76
	3,40
	3,66

	29
	1,70
	2,05
	2,46
	2,76
	3,40
	3,66

	30
	1,70
	2,04
	2,46
	2,75
	3,39
	3,65

	40
	1,68
	2,02
	2,42
	2,70
	3,31
	3,55

	60
	1,67
	2,00
	2,39
	2,66
	3,23
	3,46

	120
	1,66
	1,98
	2,36
	2,62
	3,17
	3,37
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	1,64
	1,96
	2,33
	2,58
	3,09
	3,29

	
	0,05
	0,025
	0,01
	0,005
	0,001
	0,0005

	
	Уровень значимости 
[image: image706.wmf]a


(односторонняя критическая область)








� Замечание. Часто генеральная совокупность содержит конечное число объектов. Однако, если это число достаточно вели�ко, то иногда в целях упрощения вычислений, или для облегчения теоретических выводов, допускают, что генеральная совокупность состоит из бесчисленного множества объектов. Такое допущение оправдывается тем, что увеличение объема генеральной совокуп�ности (достаточно большого объема) практически не сказывается на результатах обработки данных выборки.
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