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1. Математические модели, их создание и совершенствование

Особенностью настоящего времени является широкое применение математических методов, и ЭВМ в различных областях человеческой деятельности: в науке, технике, экономике, медицине и даже в лин​гвистике. Такое широкое внедрение математики в сферу общественно-политической, производственной и др. областей жизни вызвано необходимостью анализа и прогнозирования происходящих явлений и процессов в обществе и природе. Для осуществления указанных целей, прежде всего, необходимо разработать математическую модель рассма​триваемого явления, процесса или объекта. 

Математическая модель - это описание наиболее существенных свойств и особенностей явления на языке математических понятий и уравнений.

Математическая модель, основанная на упрощении, идеализации, не тождественна реальному явлению, объекту, а является его приближенным описанием. Однако  благодаря замене реального объекта приближенной моделью становится возможным его математическое описание и применение математического аппарата для его анализа. Ма​тематика позволяет провести детальный анализ рассматриваемого явления, предсказать его поведение в различных условиях и в буду​щем.

Сложность математической модели и ее исследования зависит от сложности исследуемого объекта. Если раньше математические методы и модели применялись лишь в механике, физике, астрономии, изучаю​щих простейшие формы движения, то с появлением ЭВМ и развитием вычислительной математики математические методы находят примене​ние и в других областях деятельности человека.

Построение модели объекта, явления начинается с выделения его наиболее существенных черт и свойств и описания их с помощью математических соотношений. Затем, после создания математической модели, ее исследуют математическими методами, т.е. решают сфор​мулированную математическую задачу.

В качестве примера рассмотрим задачу определения площади по​верхности стола. Моделью этой поверхности, на первый взгляд, мо​жет служить прямоугольник со сторонами, равными сторонам стола. Если же длины противоположных сторон стола и его диагоналей ока​жутся не. равными, в качестве модели нужно принять четырехуголь​ник.  Для более точного определения площади стола необходимо учесть еще округления его угловых кромок. Таким образом, с повы​шением требований к точности определения площади стола его математические модели постоянно уточняются. Следовательно, математи​ческая модель не определяется однозначно исследуемым объектом. Выбор конкретной модели определяется требованиями ее точности!

Построение математической медали является одним из наиболее сложных и ответственных этапов исследования объекта. Математичес​кая модель никогда не бывает тождественна рассматриваемому объекту, не передает всех его свойств и особенностей. Она основывается на упрощении, идеализации и является приближениям описанием объ​екта. Поэтому, результаты, получаемые на основе этой модели, имеют всегда приближенный характер. Их точность определяется степенью соответствия, адекватности модели и объекта. Вопрос о точности является важнейшим в прикладной математике. Однако, он не являет​ся чисто математическим вопросом и не может быть решен математи​ческими методами. Основным критерием истины является эксперимент, т.е. сопоставление результатов, получаемых на основе математичес​кой модели, с рассматриваемым объектом. Только практика позволяет сравнить различные гипотетические модели и выбрать из них наибо​лее простую и достоверную, указать области применимости различных моделей и направление их совершенствования. 

2. Матрицы

2.1. Основные понятия алгебры матриц

Матрицей называется система 
[image: image1.wmf]n

m

´

чисел, расположенных в виде прямоугольной таблицы из 
[image: image2.wmf]m

строк и 
[image: image3.wmf]n

столбцов
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Если 
[image: image5.wmf]n

m

=

, то матрицу называют квадратной. Квадратная матрица вида
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называется диагональной. Если 
[image: image7.wmf]ii

a

 в диагональной матрице равны 0, то такая матрица называется единичной и обозначается буквой 
[image: image8.wmf]E

. Матрица называется нулевой, если все элементы матрицы равны 0. Нулевая матрица обозначается через 
[image: image9.wmf]O

. Матрица называется верхней треугольной, если все элементы ее ниже главной диагонали равны 0, и нижней треугольной, если все элементы ее выше главной диагонали равны 0.


Матрица называется ленточного типа, если ненулевые элементы ее располагаются параллельно главной диагонали, а остальные равны 0.


Каждой квадратной матрице 
[image: image10.wmf]A

соответствует определитель (детерминант), который обозначается  
[image: image11.wmf]A
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2.2. Действия с матрицами


Матрицы 
[image: image13.wmf]A

и 
[image: image14.wmf]B

называются равными 
[image: image15.wmf]B

A

=

, если они одного типа и соответствующие элементы их равны: 
[image: image16.wmf]ij
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. В этом случае имеет смысл и операция сравнения  
[image: image17.wmf]B
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, которая означает, что 
[image: image18.wmf]ij

ij

b

a

³

. Если матрицы 
[image: image19.wmf]A

и 
[image: image20.wmf]B

одного типа, то имеют смысл операции сложения и вычитания матриц:
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 EMBED Equation.3  [image: image22.wmf]÷
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Матрицу 
[image: image23.wmf]A

можно умножить на число 
[image: image24.wmf]a

. В результате получается матрица 
[image: image25.wmf]B

, элементы которой получены умножением всех элементов матрицы 
[image: image26.wmf]A

на число 
[image: image27.wmf]a

:


[image: image28.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

a

a

a

a

a

a

a

a

a

=

a

=

mn

m

m

n

n

a

...

a

a

...

...

...

...

a

...

a

a

a

...

a

a

A

B

2

1

2

22

21

1

12

11



Если 
[image: image29.wmf]A

 квадратная матрица типа 
[image: image30.wmf]n
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, то определитель матрицы 
[image: image31.wmf]A
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Для матриц также существует и операция умножения матриц. Пусть 
[image: image33.wmf]A

и 
[image: image34.wmf]B

- матрицы типов 
[image: image35.wmf]n
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и 
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 соответственно. Если число столбцов 
[image: image37.wmf]n

матрицы  
[image: image38.wmf]A

 равно числу строк 
[image: image39.wmf]p

матрицы 
[image: image40.wmf]B

, т.е. 
[image: image41.wmf]p
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, то для этих матриц существует матрица 
[image: image42.wmf]C

 типа 
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, являющаяся их произведением:
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,   где 
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Если в матрице 
[image: image46.wmf]A

поменять местами строки на столбцы, то получим так называемую транспонированную матрицу, которую обозначают как 
[image: image47.wmf]T

A

.


Матрица 
[image: image48.wmf]A

называется симметричной, если совпадает со своей транспонированной.

2.3. Обратная матрица


Матрица 
[image: image49.wmf]1
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 называется обратной матрицей, если 
[image: image50.wmf]E
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Квадратная матрица называется неособенной, если ее определитель не равен 0. В противном случае матрица называется особенной или сингулярной.


Присоединенной или союзной матрицей называется матрица, составленная из алгебраических дополнений 
[image: image51.wmf]ij

A

элементов 
[image: image52.wmf]ij

a

неособенной матрицы. Причем алгебраические дополнения элементов строк помещаются в соответствующих столбцах, т.е. производится транспонирование элементов. Алгебраическое дополнение 
[image: image53.wmf]ij
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есть определитель матрицы 
[image: image54.wmf]A

, в которой вычеркнуты 
[image: image55.wmf]i

строка и 
[image: image56.wmf]j

 столбец, умноженный на 
[image: image57.wmf](
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Всякая неособенная матрица имеет обратную матрицу. Если разделить все элементы союзной матрицы на величину определителя матрицы 
[image: image58.wmf]A

, то полученная матрица и будет обратной матрицей 
[image: image59.wmf]1
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 матрицы 
[image: image60.wmf]A

:
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2.4. Ранг матрицы


Определитель матрицы, состоящей из 
[image: image62.wmf]k

строк и 
[image: image63.wmf]k

 столбцов, называется минором 
[image: image64.wmf]-

k

го порядка матрицы 
[image: image65.wmf]A

. Рангом матрицы называется максимальный порядок минора, отличного от 0. Матрица 
[image: image66.wmf]A

имеет ранг 
[image: image67.wmf]r

, если найдется хотя бы один ее минор 
[image: image68.wmf]-

r

го порядка отличный от 0, а все остальные миноры 
[image: image69.wmf]1

+

r

 порядка и выше равны 0.

2.5. Собственные значения и собственные векторы матриц


Собственным значением матрицы 
[image: image70.wmf]A

 называется такое число, которое удовлетворяет уравнению


[image: image71.wmf]X
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а вектор 
[image: image72.wmf]X

, соответствующий данному собственному значению 
[image: image73.wmf]l

 называется собственным вектором матрицы 
[image: image74.wmf]A

. Перенеся неизвестные в левую часть, получим 


[image: image75.wmf](
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Это однородная система линейных уравнений. Она имеет ненулевое решение 
[image: image76.wmf]X

лишь при условии, что 
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Из этого уравнения определяются собственные значения матрицы 
[image: image78.wmf]A


Матрица 
[image: image79.wmf](
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 называется характеристической, а определитель 
[image: image80.wmf](
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 называется характеристическим определителем. Собственные векторы, соответствующие найденным собственным значениям определяются из уравнения  (2.5.1).

3. Векторы

3.1. Основные понятия


Упорядоченная совокупность 
[image: image81.wmf]n

 объектов (чисел) называется точкой или вектором 
[image: image82.wmf]-

n

 мерного векторного пространства. Вектор обозначается 
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Числа 
[image: image84.wmf](
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 называются координатами  вектора. Единичный вектор 
[image: image85.wmf]i

e

 
[image: image86.wmf]-

n

 мерного пространства есть вектор у которого 
[image: image87.wmf]-

i

 я координата единица, а все остальные равны 0.

Нулевой вектор представляет собой вектор, все координаты которого равны 0. Два вектора равны когда равны их одноименные координаты.

3.2. Операции над векторами

Сумма двух  
[image: image88.wmf]-

n

 мерных векторов есть 
[image: image89.wmf]-

n

 мерный вектор, координаты которого есть сумма одноименных координат суммируемых векторов.

Разность двух векторов есть вектор, координаты которого равны разности одноименных координат вычитаемых векторов. 

Произведение 
[image: image90.wmf]-

n

 мерного вектора на число есть 
[image: image91.wmf]-

n

 мерный вектор координаты которого равны координатам исходного вектора, умноженным на это число.

Скалярное произведение двух 
[image: image92.wmf]-

n

мерных векторов есть число, равное сумме произведений их одноименных координат. Два 
[image: image93.wmf]-
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 мерных вектора называются ортогональными, если их скалярное произведение равно 0. Для каждого 
[image: image94.wmf]-

n

 мерного вектора его длина определяется выражением
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Расстояние между двумя векторами 
[image: image96.wmf]X

 и 
[image: image97.wmf]Y

 есть длина вектора 
[image: image98.wmf]Y
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, которая определяется выражением
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3.3. Линейная комбинация векторов


Пусть дана система 
[image: image100.wmf]m

 векторов. Каждый вектор имеет 
[image: image101.wmf]n

координат:
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 на число 
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 и сложим их. В результате получим 
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 мерный вектор 
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который называется линейной комбинацией векторов 
[image: image109.wmf]m

A

,...,

A

,

A

2

1

. Числа 
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 называются коэффициентами линейной комбинации этих векторов. Для координат вектора 
[image: image111.wmf]B

справедливы следующие выражения:
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Таким образом, если вектор 
[image: image113.wmf]B

 может быть представлен в виде линейной комбинации векторов 
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, то говорят, что вектор 
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 разлагается  по векторам 
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 или линейно выражается через эти векторы. Любой вектор может быть представлен в виде линейной комбинации единичных векторов 
[image: image117.wmf]i
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 мерного пространства с коэффициентами, равными координатам вектора.

3.4. Линейно зависимые и линейно независимые системы векторов

Дана система 
[image: image119.wmf]-

n

 мерных векторов 
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. Векторы этой системы называются линейно независимыми, если их линейная комбинация 
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 равно нулевому вектору только при нулевых значениях коэффициентов 
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. Если равенство выполняется при значениях 
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 не все из которых равны 0, то система векторов называется линейно зависимой. Линейная зависимость и линейная независимость является свойством системы векторов, а не отдельного вектора, входящего в систему. 
[image: image125.wmf]n

 единичных векторов 
[image: image126.wmf]-

n

 мерного пространства линейно независимы.

3.5. Базис системы векторов

Дана система 
[image: image127.wmf]-

n

 мерных векторов 
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. Ранг 
[image: image129.wmf]r

 системы векторов есть число, равное максимальному количеству линейно независимых векторов этой системы. Ранг системы векторов равен рангу матрицы, составленной из координат векторов системы:
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Базисом системы векторов, имеющей ранг 
[image: image131.wmf]r

, называется любая совокупность из 
[image: image132.wmf]r

 линейно-независимых векторов этой системы. Любой вектор может быть единственным образом выражен как линейная комбинация базисных векторов. Разложение вектора по векторам базиса единственно. 

3.6. Таблица разложения векторов по векторам базиса

Пусть дана система 
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мерных векторов 
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. Составим разложение системы по векторам единичного базиса 
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Запишем это разложение в следующую таблицу:

Таблица 3.6.1
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Табл. 3.6.1 называется таблицей разложения векторов по векторам базиса. Система векторов может содержать один или более базисов. Каждому базису соответствует своя таблица разложения. Таблицу разложения без вычисления можно составить только по единичному базису. Таблицу разложения по базису, отличному от единичного можно получить последовательным переходом (пересчетом) от одной таблице к другой, исходя из таблицы разложения по единичному базису.


Пусть дана таблица векторов 
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, разложенная по единичному базису 
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 (табл. 3.6.2).

Таблица 3.6.2
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Будем замещать в базисе 
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 вектор 
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 на вектор 
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. Это возможно только при условии 
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. Тогда базисом новой таблицы будет являться система векторов 
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 . Элемент 
[image: image146.wmf]sk
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называется  ключевым элементом. Строка и столбец с ключевым элементом называются ключевыми. Правила пересчета таблицы разложения векторов по новому базису состоят в следующем. В новой таблице на месте ключевого элемента ставится единица. Все остальные элементы этого столбца равны нулю. Элементы 
[image: image147.wmf]-
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Все остальные элементы вычисляются по формуле:
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В результате получим новую таблицу разложения (табл. 3.6.3)

Таблица 3.6.3
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4. Системы линейных уравнений

4.1. Основные понятия


Система 
[image: image153.wmf]n

линейных уравнений с 
[image: image154.wmf]n

неизвестными имеет следующий вид:
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При этом через 
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 обозначены неизвестные, подлежащие определению. Величины 
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, называемые коэффициентами системы и величины 
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, называемые свободными членами, предполагаются известными. Система называется однородной, если все свободные члены равны нулю. Если хотя бы один из свободных членов не равен нулю, то система называется неоднородной. Система называется квадратной, если количество уравнений равно количеству неизвестных. Решением системы называется такая совокупность 
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 чисел 
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, которая при подстановке в систему на место неизвестных 
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 обращает все уравнения этой системы в тождества. Система уравнений называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение, и несовместной, если у нее не существует ни одного решения. Совместная система может иметь более одного решения. Совместная система называется определенной, если она имеет единственное решение. Совместная система называется неопределенной, если у нее существует по крайней мере два различных решения.


Линейную систему удобно записывать в матричной форме
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Решение матричного уравнения заключается в отыскании такого вектора 
[image: image166.wmf]X

, который при заданной матрице 
[image: image167.wmf]A

и заданном векторе 
[image: image168.wmf]B

 обращает уравнение в тождество.


В результате линейных преобразований системы линейных уравнений, можно получить новую систему, эквивалентную исходной. Две системы называются эквивалентными, если решение одной из них является решением и другой. К линейным преобразованиям относятся:

1. Перестановка двух уравнений системы.

2. Сложение или вычитание числа из обеих частей уравнения.

3. Умножение или деление обеих частей уравнения на одно и то же число.

4. Сложение или вычитание одного уравнения с другим, предварительно умноженным на какое-либо число.

5. Перенесение членов из одной части в другую часть уравнения с обратным знаком.

Указанные преобразования используются при решении систем линейных уравнений.

4.2. Метод Гаусса


Идея метода состоит в следующем. Дана система 
[image: image169.wmf]n

линейных уравнений с 
[image: image170.wmf]n

неизвестными. Применяя линейные преобразования уравнений, систему приводим к эквивалентной треугольной системе следующего вида:
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В этой системе сначала из последнего уравнения определяется величина 
[image: image172.wmf]n

x

, а затем последовательной подстановкой определяются величины остальных неизвестных. Преобразование исходной системы в треугольную осуществляется с помощью линейных преобразований системы.

4.3. Правило Крамера

Решение системы уравнений 
[image: image173.wmf]B
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Здесь 
[image: image176.wmf]i
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 это матрица, полученная из матрицы 
[image: image177.wmf]A

, в которой 
[image: image178.wmf]-

i

тый столбец коэффициентов заменен столбцом свободных членов - вектором 
[image: image179.wmf]B

.


Правило Крамера используется лишь для небольших систем линейных уравнений, поскольку оно требует вычисления большого количества определителей.

5. Методы оптимизации

5.1. Основные понятия

Оптимизация - это процесс выбора наилучшего решения, вариа​нта из всех возможных. Например, лучший вариант конструкции, лу​чшее распределение ресурсов, получение наибольшей прибыли и др.

При решении задачи оптимизации необходимо найти оптимальные значения некоторых параметров, определяющих данную задачу. В ин​женерных задачах их называют проектными параметрами, а в эконо​мических задачах - параметрами плана. Ими могут быть число объ​ектов, их линейные размеры, температура, давление и пр. Число 
[image: image180.wmf]n

 проектных параметров 
[image: image181.wmf](
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 определяет размерность зада​чи оптимизации.

Выбор оптимального решения или сравнение двух альтернатив​ных решений проводится с помощью некоторой функции, определяемой проектными параметрами. Эта функция называется целевой. В проце​ссе ращения задачи оптимизации должны быть найдены такие значе​ния проектных параметров, при которых целевая функция имеет ми​нимум (или максимум). Целевую функцию можно записать в виде
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Примером целевой функции могут быть прочность, масса конст​рукции, мощность установки, объем продукции, прибыль и др.

В случае одного параметра целевая функция является функцией одной переменной.

Целевая функция не всегда представляется в виде формулы, иногда она может быть задана в виде таблицы.

Целевых функций может быть несколько, причем некоторые из них могут оказаться несовместимыми. В таких случаях необходимо вводить приоритет той или иной функции.

5.2. Классификация задач оптимизации

Задачи оптимизации подразделяются на два типа: безусловные и условные.

Безусловные задачи - это задачи отыскания минимума (макси​мума) целевой функции 
[image: image183.wmf](
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 на некотором множестве 
[image: image184.wmf]W

 
[image: image185.wmf]n

-мерного пространства. Задачи отыскания тах f обычно сводятся к задачам минимизации путем замены знака целевой функции
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Условные задачи оптимизации - это задачи с ограничениями на множестве 
[image: image187.wmf]W

, то есть решение ищется в некоторой подобласти обла​сти 
[image: image188.wmf]W

, определяемой ограничениями. Эти ограничения задаются с помощью функций, удовлетворяющих уравнениям или неравенствам, и должны учитываться при решении задачи.
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В задачах условной оптимизации оптимальное решение может соответствовать либо локальному экстремуму внутри области определения, либо значению целевой функции на границе области.

В задачах безусловной оптимизации (то есть без ограничений) ищется глобальный экстремум.

Теория и методы решения задач оптимизации с ограничениям есть предмет исследования прикладной математики - математического программирования.

5.3. Пример постановки задачи

Пусть требуется спроектировать контейнер прямоугольной формы объемам 
[image: image195.wmf]V

=1м3 с минимальным расходом материала. Толщина стенок постоянна. Следовательно, контейнер должен иметь минимальную поверхность S. Пусть 
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 - длины ребер контейнера, тогда целевая функция (поверхность контейнера) будет иметь вид
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Ограничение имеет вид
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Следовательно
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Задача свелась к минимизации функции двух переменных, к за​даче безусловной оптимизации.

Можно усложнить задачу, поставив дополнительное условие, например, что длина контейнера должна быть не менее 2м:
[image: image200.wmf]2
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5.4. Одномерная оптимизация

Форлулировка задачи. Найти min f(x), заданной на множестве 
[image: image201.wmf]W

 и определить значение проектного параметра 
[image: image202.wmf]W
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, при котором целевая функция принимает экстремальное значение.
Существование решения следует из теоремы Вейерштрасса. Всякая функция f{x), непрерывная на отрезке 
[image: image203.wmf][
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, принимает на этом отрезке наимень​шее и наибольшее значение, то есть


[image: image204.wmf](

)

(

)

(

)

2

1

x

f

x

f

x

f

£

£


Для дифференцируемых функций экстремумы можно находить ме​тодами дифференциального исчисления. Ищутся критические точки, где f'(x)= 0 - это необходимое условие существования экстремума. Следовательно, для вычисления экстремума нужно вычислить значе​ния функции в критических точках и точках границы области и сра​внить полученные значение.

Пример. Найти наименьшее и наибольшее значения функции 
[image: image205.wmf](

)

2

3

3

x

/

x

x

f

-

=

на отрезке 
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Решение. 
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Точка х = 0 лежит вне отрезка 
[image: image208.wmf][
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, поэтому оставляем три точки для анализа: 
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x

1, 2 и 3, Вычисляем f(x) в этих точках:
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Это простейший пример. Для более сложных функций f(x) нужно использовать численные методы решения нелинейных задач.

Если целевая функция задана в табличном виде, то использу​ются численные методы поиска. Они основаны на вычислении целевой функции в отдельных точках и выборе среди них экстремального значения.

5.5. Многомерные задачи оптимизации

Поскольку большинство практических задач зависит от неско​льких проектных параметров, решение многомерных задач оптимиза​ции является актуальной задачей.

Если целевая функция 
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 задана в аналитическом виде, то ее минимум можно найти, исследуя ее значения в кри​тических точках, которые определяются из решения уравнений 
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т.е. из условия равенства нулю ее производных.

Рассмотрим этот метод на примере задачи о контейнере, разо​бранной выше. В задаче требовалось найти оптимальные размеры ко​нтейнера объемом 1м3, т.е. контейнера с минимальной площадью по​верхности:
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где 
[image: image214.wmf]1
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и 
[image: image215.wmf]2
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 - длины ребер контейнера.

Решение. Находим частные производные целевой функции:
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Отсюда получаем:  
[image: image217.wmf](
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, то есть контейнер является кубом.

Изложенный метод отыскания минимума функции применим лишь для дифференцируемых функций. В общем случае применяются специа​льно разработанные для этого численные методы.

5.6. Метод покоординатного спуска

Это метод сведения задачи многомерной оптимизации к системе задач одномерной оптимизации. Пусть требуется найти минимум целевой функции, зависящей от п параметров 
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. Выберем некоторое начальное приближение решения в 
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-мерном пространстве - точку 
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. Зафиксируем все ко​ордината функции 
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, кроме первой, и будем искать минимум функции 
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Решение одномерной задачи дает следующее приближение задачи в точке 
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 с координатами 
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. Затем фиксируем все коор​динаты, кроме второй, и находим минимум целевой функции  
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. Таким образом, находим следую​щее приближение решения - точку 
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, получая последователь​ность точек 
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, в которых целевая функция составляет монотонно убывающую последовательность: 
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Процесс перебора переменных от 
[image: image232.wmf]1
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 до 
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 и минимизации целе​вой функции продолжается несколько циклов до тех пор, пока расс​тояние между точками 
[image: image234.wmf]k
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 соответствующих разным циклам 
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, не станет меньше заданной погрешности 
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5.8. Линейное программирование. Симплекс‑метод

Линейным программированием называется раздел математического программирования, который изучает задачи оптимизации с линейными целевыми функциями и линейными ограничениями (равенствами или неравенствами).


Стандартная (каноническая) постановка задачи линейного программирования: найти значения переменных 
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, которые обеспечивают наименьшее значение целевой функции
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	(5.8.1)


и удовлетворяют системе линейных уравнений
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	(5.8.2)


При этом 
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и все неизвестные 
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являются неотрицательными
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Всякое решение системы (5.8.2), удовлетворяющее неравенствам (5.8.3), называется допустимым решением. Допустимое решение, минимизирующее целевую функцию, называется оптимальным решением. Одним из методов, позволяющих эффективно решать подобные задачи, является симплекс‑метод. Идея этого метода состоит в переходе от одного решения 
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. Для перехода от одного решения к другому используются симплексные таблицы. Каждой симплексной таблице соответствует одно из решений задачи. По содержанию симплексной таблицы можно определить, решение оптимально или неоптимально, или определить, что задача решений не имеет. Пусть требуется минимизировать целевую функцию (5.8.1) при 
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 и ограничениях в виде системы линейных уравнений (5.8.2). Если в качестве ограничений заданы неравенства, то их можно преобразовать в равенства путем введения дополнительных неотрицательных переменных, которые называются балансовыми. Например, в неравенство 
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вводим новую переменную 
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[image: image253.wmf]1

1

1

2

2

1

1

b

x

a

x

a

...

x

a

x

a

n

n

n

n

=

+

+

+

+

+

+

. 


Полагаем, что все уравнения системы (5.8.2) линейно независимы, а система совместна. Число уравнений 
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. Это необходимое условие оптимизации. При 
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 система имеет единственное решение, что исключает всякую оптимизацию. При 
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не выполнены сделанные выше предположения. На первом этапе запишем условие задачи в виде первой таблицы
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В данном случае вектора 
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 разложены по единичному базису 
[image: image259.wmf]n

e

,...,

e

,

e

2

1

. Выберем в качестве базисных векторов первые 
[image: image260.wmf]m

вектора 
[image: image261.wmf]m

x

,...,

x

,

x

2

1

и перейдем к этому базису. В результате получим следующую таблицу
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Оставшиеся вектора 
[image: image263.wmf]n

m

x

,...

x

1

+

 называются свободными. Выразим базисные вектора через свободные:
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Зададим начальное опорное решение. Если 
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 неотрицательны, то можно положить все свободные неизвестные равными 0. Тогда начальное опорное решение будет иметь вид:
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Значение целевой функции 
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)

0

0

c

f

=


Если 
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 неотрицательны, то значение целевой функции уменьшить нельзя и решение оптимально. Если среди коэффициентов 
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значение целевой функции будет уменьшаться. Пусть отрицателен 
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Если все 
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 можно увеличивать до бесконечности и в данном случае оптимального решения не существует. Если существуют 
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, то определяем базисную переменную, которая раньше всех станет равной 0 при увеличении 
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. Пусть в нашем случае такой базисной переменной будет переменная 
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. Тогда новое опорное решение будет иметь вид:
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Значение целевой функции 
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. На этом заканчивается первый шаг оптимизации.


Второй шаг делается аналогичным образом. Для этого выбирается новый базис в качестве которого принимают переменные 
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 (заменив базисную переменную 
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Пример 1. Рассмотрим применение симплекс‑метода к задаче о ресурсах.

Постановка задачи. Пусть бригада имеет: 300 кг металла, 100 м2 стекла, 160 чел. — час. рабочего времени. Надо изготовить: изделия А и В. Прибыль от реализации изделий: А — 10 у.е., В — 12 у.е. Для изготовления изделия А расходуется: 4 кг металла, 2 м2 стекла и 2 чел.—час. рабочего времени. Для изготовления изделия В расходуется: 5 кг металла, 1 м2 стекла и 3 чел.​ — час. рабочего времени. Требуется спланировать выпуск продукции так, чтобы прибыль была максимальной.

Математическая постановка задачи.

Пусть 
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 и 
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 — количество изделий А и В, тогда ресурсы сырья и рабочего времени запишем в виде ограничений—неравенств:
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Прибыль от реализации всей продукции составит
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Это типичная задача линейного программирования (
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). Вид данной задачи не канонический, поскольку условия имеют вид неравенств, а не уравнений. Сведем ее к каноническому виду, добавив дополнительные переменные 
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 по числу ограничений—неравенств:
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При этом 
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Выделение новых переменных не влияет на вид целевой функции. Они будут указывать на остатки ресурсов, не использованные в производстве.


Чтобы свести данную задачу к задаче минимизации целевой функции, функцию 
[image: image294.wmf]f

 нужно взять со знаком минус:
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Запишем условие задачи в виде таблицы
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Примем в качестве базисных переменные 
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 и перейдем к этому новому базису. В результате получим следующую таблицу:
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Так как все 
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, то в качестве начального опорного решения можно взять следующее решение:
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Этому решению соответствует значение целевой функции 
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Оно не оптимально, так как эта величина может быть уменьшена за счет свободных параметров (коэффициенты 
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 в целевой функции отрицательны). Наибольшим среди всех отрицательных 
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 является коэффициент 
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, которому соответствует переменная 
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. Определим базисную переменную, которая первой станет равной 0 при увеличении значения 
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. Для этого вычислим следующие величины:
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Наименьшей является величина 53,3, которая соответствует переменной 
[image: image311.wmf]5
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. Определим новое опорное решение:
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Значение целевой функции
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Это решение уже лучше. 

Следующий шаг начнем с выбора нового базиса. Примем переменные 
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 в качестве базисных и перейдем к этому базису. Результаты представлены в следующей таблице:
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Этому решению соответствует значение целевой функции
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Оно не оптимально, так как эта величина может быть уменьшена за счет свободного параметра 
[image: image317.wmf]1
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 (коэффициент 
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при неизвестном 
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x

 в целевой функции отрицателен). Определим базисную переменную, которая первой станет равной 0 при увеличении значения 
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. Для этого вычислим следующие величины:
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Наименьшей является величина 35, которая соответствует переменной 
[image: image322.wmf]4
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. Определим новое опорное решение:
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Значение целевой функции
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Это решение еще лучше предыдущего. 

Следующий шаг начнем с выбора нового базиса. Примем переменные 
[image: image325.wmf]2
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 в качестве базисных и перейдем к этому базису. Результаты представлены в следующей таблице:
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Коэффициенты при свободных неизвестных в целевой функции положительны, поэтому, при их увеличении целевая функция может лишь увеличиваться. Следовательно, решение, полученное на предыдущем шаге, является оптимальным, а значение целевой функции равно 
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Ответ: Для получение максимума прибыли в 710 у.е. необходимо изготовить 35 изделий А и 30 изделий В. При этом все ресурсы стекла и рабочего времени будут использованы полностью, а металла останется 10 кг.

Пример 2 (транспортная задача). На двух складах (I и II) имеются, соответственно, 12 и 15 тонн товара, который надо перевезти в три магазина (магазин 1,магазин 2, магазин 3) в количестве 8 т., 10 т., 9 т. соответственно. Необходимо составить оптимальный план перевозок, если стоимость перевозки в у. Е.  1 т. груза со складов в магазины представлена в таблице:

	Склады
	магазин 1
	магазин 2
	магазин 3

	Склад 1
	30
	46
	32

	Склад 2
	20
	53
	40


 Решение. Обозначим через 
[image: image328.wmf]3
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 количество товара, доставляемого с первого склада в магазин 1, магазин 2 и магазин 3, а через 
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— количество товара, доставляемого со второго склада в магазин 1, магазин 2 и магазин 3. В результате получим следующие уравнения:
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К этой системе добавим систему неравенств 
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, которая означает, что товар обратно на склады не вывозится. Общая стоимость перевозок выразится формулой:
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Это классическая задача линейного программирования, поэтому будем решать ее симплекс—методом. Исходную расширенную матрицу системы линейных уравнений:
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можно путем элементарных преобразований свести к виду:
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Мы видим, что последнее уравнение является линейной комбинацией четырех предыдущих, следовательно его можно отбросить. В результате имеем следующую симплекс—таблицу:
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Выберем в качестве базиса переменные 
[image: image337.wmf]4
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 и перейдем к нему.
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Выразим базисные переменные и целевую функцию через свободные неизвестные:
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[image: image340.wmf]6
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Так как коэффициенты при свободных неизвестных положительны, то минимум функции достигается при минимально возможных значениях входящих в нее переменных. Примем 
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( меньше нельзя, так как иначе 
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. Это решение оптимально.

Ответ: С первого склада в первый магазин надо вывезти 
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т. Со второго склада в первый магазин надо вывезти 
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6. Подбор эмпирических формул

6.1. Вводные замечания


При обработке экспериментальных данных часто приходится представлять их в виде некоторой приближенной зависимости типа 
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. Задача формулируется следующим образом. Пусть в результате измерений получена таблица данных
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Необходимо построить зависимость 
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, приближенно отображающую эти данные. Эта зависимость называется эмпирической формулой. 


Если характер зависимости неизвестен, то вид эмпирической формулы может быть произвольным. В этом случае предпочтение отдается наиболее простым формулам, обладающим достаточной точностью. Вид их первоначально можно выбрать из геометрических соображений.

6.2. Определение параметров эмпирической формулы методом наименьших квадратов.


Этот метод находит самое широкое применение на практике и обеспечивает приемлемую точность.


Запишем сумму квадратов отклонений для всех точек 
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Параметры эмпирической формулы 
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 будем находить из условия минимума функции 
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Поскольку здесь параметры 
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 выступают в роли независимых переменных функции 
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, то ее минимум найдем, приравняв к нулю частные производные по этим переменным:
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Полученные соотношения - система уравнений для определения 
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. Для примера рассмотрим применение в качестве эмпирической функции многочлена
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Тогда 
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Приравнивая эти выражения к нулю, и собирая коэффициенты при неизвестных 
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, получаем следующую систему уравнений:
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Решая эту систему линейных уравнений, получаем коэффициенты 
[image: image380.wmf]m

a

...

a

,

a

1

0

, которые и являются искомыми параметрами эмпирической формулы. 

После того как уравнение найдено, можно оценить, насколько хорошо оно приближает результаты наблюдений. Для этого вычисляется так называемая средняя квадратическая погрешность или ошибка уравнения, которую будем обозначать буквой 
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Чем меньше 
[image: image383.wmf]d

, тем ближе результаты наблюдений к заданной эмпирической кривой.

Замечание 1. Вычисление средней квадратической погрешности имеет большое значение тогда, когда наряду с моделью линейной зависимости 
[image: image384.wmf]X

 от 
[image: image385.wmf]Y

рассматриваются и другие модели, другие уравнения зависимости. Для каждого из уравнений следует найти свою среднюю квадратическую погрешность, после чего выбрать из них минимальную. Соответствующая модель и является наилучшей.

Замечание 2. Возможно рассмотрение параметра 
[image: image386.wmf]Y

от нескольких параметров 
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Задания к контрольной работе.

1. Определение параметров эмпирических формул

1. При измерении в баллах результатов тестирования по истории 
[image: image389.wmf](
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X

 и географии 
[image: image390.wmf](
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 получены следующие пары чисел для четырех школьников: (2, 2), (4, 5), (6, 7), (8, 10). Выберите в качестве эмпирической формулы прямую линию и определите ее параметры методом наименьших квадратов.

2. Проводится исследование спроса на некоторый вид товара. Пробные продажи показали следующие данные о зависимости дневного спроса от цены:

	Цена, руб.
	10
	12
	14
	16
	18

	Спрос, ед. товара
	91
	76
	68
	59
	53


Требуется:

А). Выбрав в качестве эмпирической формулы прямую, определить ее параметры методом наименьших квадратов.

Б). Исходя из данных пункта А) определить спрос при цене 15 руб. за ед. товара.

3. В ситуации, описанной в предыдущей задаче, была предложена другая модель зависимости спроса от цены:
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Определить параметры указанной формулы методом наименьших квадратов и сделать вывод о том, какая модель является более адекватной экспериментальным данным.

2. Транспортная задача

Автобаза обслуживает 3 овощных магазина, а товар доставляется из двух баз. Нужно спланировать перевозки так, чтобы их общая стоимость была минимальной.

Вариант 0

Исходные данные: ежедневно с первой базы вывозится 17 т товара, со второй - 25 т. При этом в первый магазин завозится 7 т, во второй - 20 т, в третий - 15 т. Стоимость перевозки 1 т товара в рублях с баз в магазины следующая:\

	Базы
	Магазин 1
	Магазин 2 
	Магазин 3

	первая
	0.8
	1.1
	0.9

	вторая
	1.00
	0.70
	1.20


Вариант 1

Исходные данные: ежедневно с первой базы вывозится 12 т товара, со второй - 15 т. При этом в первый магазин завозится 8 т, во второй - 9 т, в третий - 10 т. Стоимость перевозки 1 т товара в рублях с баз в магазины следующая:

	Базы
	Магазин 1
	Магазин 2 
	Магазин 3

	первая
	0.9
	1.15
	0.97

	вторая
	1.6
	0.70
	1.22


Вариант 2

Исходные данные: ежедневно с первой базы вывозится 10 т товара, со второй - 15 т. При этом в первый магазин завозится 7 т, во второй - 8 т, в третий - 10 т. Стоимость перевозки 1 т товара в рублях с баз в магазины следующая:

	Базы
	Магазин 1
	Магазин 2 
	Магазин 3

	первая
	0.5
	1.14
	0.7

	вторая
	1.8
	0.8
	1.30


Вариант 3

Исходные данные: ежедневно с первой базы вывозится 22 т товара, со второй - 18 т. При этом в первый магазин завозится 11 т, во второй - 19 т, в третий - 10 т. Стоимость перевозки 1 т товара в рублях с баз в магазины следующая:

	Базы
	Магазин 1
	Магазин 2 
	Магазин 3

	первая
	1.8
	1.27
	0.9

	вторая
	1.60
	0.70
	1.50


Вариант 4

Исходные данные: ежедневно с первой базы вывозится 12 т товара, со второй - 15 т. При этом в первый магазин завозится 8 т, во второй - 9 т, в третий - 10 т. Стоимость перевозки 1 т товара в рублях с баз в магазины следующая:

	Базы
	Магазин 1
	Магазин 2 
	Магазин 3

	первая
	0.85
	1.13
	0.96

	вторая
	1.00
	0.80
	1.30


Вариант 5

Исходные данные: ежедневно с первой базы вывозится 15 т товара, со второй - 20 т. При этом в первый магазин завозится 16 т, во второй - 9 т, в третий - 10 т. Стоимость перевозки 1 т товара в рублях с баз в магазины следующая:

	Базы
	Магазин 1
	Магазин 2 
	Магазин 3

	первая
	0.8
	1.1
	0.9

	вторая
	1.00
	0.70
	1.20


Вариант 6

Исходные данные: ежедневно с первой базы вывозится 14 т товара, со второй - 16 т. При этом в первый магазин завозится 8 т, во второй - 12 т, в третий - 10 т. Стоимость перевозки 1 т товара в рублях с баз в магазины следующая:

	Базы
	Магазин 1
	Магазин 2 
	Магазин 3

	первая
	0.85
	1.14
	0.96

	вторая
	1.2
	0.75
	1.25


Вариант 7

Исходные данные: ежедневно с первой базы вывозится 14 т товара, со второй - 26 т. При этом в первый магазин завозится 18 т, во второй - 12 т, в третий - 10 т. Стоимость перевозки 1 т товара в рублях с баз в магазины следующая:

	Базы
	Магазин 1
	Магазин 2 
	Магазин 3

	первая
	0.8
	1.1
	0.9

	вторая
	1.00
	0.70
	1.20


Вариант 8

Исходные данные: ежедневно с первой базы вывозится 22 т товара, со второй - 25 т. При этом в первый магазин завозится 17 т, во второй - 20 т, в третий - 10 т. Стоимость перевозки 1 т товара в рублях с баз в магазины следующая:

	Базы
	Магазин 1
	Магазин 2 
	Магазин 3

	первая
	0.6
	1.14
	0.93

	вторая
	1.40
	1.70
	2.20


Вариант 9

Исходные данные: ежедневно с первой базы вывозится 20 т товара, со второй - 35 т. При этом в первый магазин завозится 25 т, во второй - 20 т, в третий - 10 т. Стоимость перевозки 1 т товара в рублях с баз в магазины следующая:

	Базы
	Магазин 1
	Магазин 2 
	Магазин 3

	первая
	0.84
	1.16
	0.92

	вторая
	1.50
	0.78
	1.27


3. Задача оптимального производства продукции

Предприятие планирует выпуск двух видов продукции I и II, на производство которых расходуется три вида сырья А, В, С. Потребность 
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 на каждую единицу 
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-того вида продукции 
[image: image394.wmf]i

-того вида сырья, запас 
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, соответствующего вида сырья и прибыль 
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 от реализации единицы 
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-того вида продукции заданы таблицей:

	Виды сырья
	Виды продукции
	Запасы сырья
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	прибыль
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	план (ед.)
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Для производства двух видов продукции с планом 
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 и 
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 единиц составить целевую функцию прибыли 
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 и соответствующую систему ограничений по запасам сырья, предполагая, что требуется изготовить в сумме не менее 
[image: image414.wmf]n

 единиц обоих видов продукции.


Составить оптимальный план 
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 производства продукции, обеспечивающий максимальную прибыль 
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. Определить остатки каждого вида сырья. (Задачу решить симплекс-методом).
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